BUKU REFRENSI

MATEMATIKA

UNTUK INFORMATIKA

KONSEP, MODEL & APLIKASI KOMPUTASIONAL

'(111 *Q12,
A=
d21:5022

1 ;
—(e¥) = e

dx

Zunaida Sitorus, S.Si., M.Si.
Patima M.Usman, S.Pd., M.Pd.
Ulfa Laela Rambega, S,Si., M. Pd.
Tiara Fikriani, S.Pd., M.Pd.







MATEMATIKA UNTUK INFORMATIKA
Konsep, Model, dan Aplikasi Komputasional

Ditulis oleh:

Zunaida Sitorus, S.Si., M.Si.
Patima M.Usman, S.Pd., M.Pd.
Ulfa Laela Rambega, S,Si., M. Pd.
Tiara Fikriani, S.Pd., M.Pd.

Hak Cipta dilindungi oleh undang-undang. Dilarang keras memperbanyak,
menerjemahkan atau mengutip baik sebagian ataupun keseluruhan isi buku
tanpa izin tertulis dari penerbit.

VMPI

PT MEDIA PENERBIT INDONESIA

ISBN: 978 — 634 -316-019-9
Viii + 151 hlm; 18,2 x 25,7 cm.
Cetakan I, Juni 2026

Desain Cover dan Tata Letak:
Muhammad Rasya Aiman Hafizh

Diterbitkan, dicetak, dan didistribusikan oleh

PT Media Penerbit Indonesia

Royal Suite No. 6C, Jalan Sedap Malam IX, Sempakata
Kecamatan Medan Selayang, Kota Medan 20131

Telp: 081362150605

Email: ptmediapenerbitindonesia@gmail.com

Web: https://mediapenerbitindonesia.com
Anggota IKAPI No.088/SUT/2024



mailto:ptmediapenerbitindonesia@gmail.com
https://mediapenerbitindonesia.com/




KATA PENGANTAR

Puji syukur ke hadirat Tuhan Yang Maha Esa karena atas rahmat
dan karunia-Nya, penulisan buku “Matematika untuk Informatika:
Konsep, Model, dan Aplikasi Komputasional” ini dapat diselesaikan
dengan baik. Buku ini disusun sebagai upaya untuk memberikan
pemahaman yang komprehensif mengenai peran matematika dalam
bidang informatika, yang saat ini menjadi fondasi utama dalam
perkembangan teknologi digital.

Matematika bukan sekadar kumpulan rumus, tetapi merupakan
bahasa logika yang mendasari berbagai konsep dalam informatika,
seperti algoritma, struktur data, kecerdasan buatan, hingga analisis
sistem. Oleh karena itu, pemahaman yang kuat terhadap konsep dan
model matematika sangat penting bagi mahasiswa maupun praktisi di
bidang informatika agar mampu berpikir secara sistematis, analitis, dan
solutif.

Buku ini dirancang dengan pendekatan konseptual dan aplikatif,
sehingga pembaca tidak hanya memahami teori, tetapi juga mampu
melihat bagaimana konsep matematika diterapkan dalam berbagai
permasalahan informatika. Materi yang disajikan mencakup dasar-dasar
logika, aljabar, teori graf, probabilitas, serta model matematis yang
relevan dengan perkembangan teknologi saat ini.

Penulis menyadari bahwa buku ini masih memiliki keterbatasan.
Oleh karena itu, kritik dan saran yang konstruktif sangat diharapkan
untuk penyempurnaan di masa mendatang. Semoga buku ini dapat
memberikan manfaat dan menjadi referensi yang berguna bagi pembaca
dalam memahami keterkaitan erat antara matematika dan informatika.
Akhir kata, semoga karya ini dapat memberikan kontribusi positif bagi
pengembangan ilmu pengetahuan, khususnya di bidang informatika.

Salam Hangat

Tim Penulis
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BAB |
LOGIKA MATEMATIKA DAN
PENALARAN FORMAL

Logika matematika dan penalaran formal merupakan fondasi
utama dalam memahami cara kerja ilmu komputer modern. Logika
matematika merupakan fondasi utama ilmu komputer. Setiap program
komputer, pada dasarnya, adalah implementasi dari serangkaian
pernyataan logis. Kompiler memverifikasi kebenaran sintaksis, sistem
tipe memastikan konsistensi semantik, dan verifikasi formal program
menggunakan bukti logis untuk menjamin kebenaran perangkat lunak.
Pernyataan ini menegaskan bahwa seluruh proses komputasi, dari
penulisan kode hingga eksekusi program, tidak pernah lepas dari struktur
logika yang ketat.

Pemahaman mendalam tentang logika bukan sekadar prasyarat
akademis, melainkan keterampilan esensial yang membentuk cara
berpikir seorang informatikawan. Matematika bukan sekadar bagian
teori, melainkan inti dari cara kerja dan pengembangan ilmu komputer.
Artinya, logika bukan hanya alat bantu, tetapi kerangka utama dalam
merancang solusi komputasi. Setiap program dipandang sebagai
rangkaian keputusan logis yang saling terhubung, sehingga kualitas
perangkat lunak sangat bergantung pada ketepatan logika yang
digunakan. Dengan demikian, kesalahan kecil dalam struktur logika
dapat berdampak besar terhadap kinerja sistem secara keseluruhan.

Peran logika juga terlihat pada level teknis. Peran kompiler dan
sistem tipe menunjukkan bahwa logika hadir pada level teknis: kompiler
menjaga struktur penulisan tetap benar, sementara sistem tipe
memastikan makna dari setiap komponen program tidak saling
bertentangan. Pada tingkat yang lebih tinggi, verifikasi formal
memperlihatkan bahwa program dapat diuji kebenarannya secara
matematis, bukan hanya melalui percobaan. Hal ini menunjukkan
pergeseran paradigma dari “#rial and error” menuju pembuktian ilmiah
dalam rekayasa perangkat lunak.
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1. Sejarah dan Perkembangan Logika Matematika

Perjalanan logika matematika menuju fondasi teknologi modern
tidak terjadi secara instan. Sejarah logika matematika modern dimulai
dari karya Gottlob Frege dalam Begriffsschrift (1879), yang kemudian
dikembangkan oleh Bertrand Russell, Alfred North Whitehead, dan Kurt
Godel. Para tokoh ini membangun sistem logika yang semakin abstrak
dan formal, sehingga memungkinkan penalaran dilakukan secara
simbolik.

Perkembangan tersebut kemudian memasuki ranah yang lebih
aplikatif melalui kontribusi George Boole yang memperkenalkan aljabar
Boolean. Dalam konteks informatika, George Boole telah meletakkan
dasar aljabar logika yang menjadi cikal bakal desain sirkuit digital
modern. Transformasi ini menjadi jembatan penting antara teori logika
dan implementasi teknis.

Puncak integrasi antara logika dan rekayasa terjadi ketika Claude
Shannon membuktikan bahwa logika Boolean dapat digunakan untuk
menganalisis rangkaian listrik. Claude Shannon (1938) kemudian
membuktikan bahwa sirkuit relay dapat dianalisis menggunakan aljabar
Boolean, membuka jalan bagi desain komputer digital. Dari sinilah
logika tidak lagi hanya konsep abstrak, tetapi menjadi dasar dari
perangkat keras komputer

2. Sistem Logika Formal
Perkembangan logika matematika selanjutnya mengarah pada
pembentukan sistem formal. Perkembangan logika matematika
memasuki tahap yang lebih formal melalui penyusunan sistem simbolik
yang memungkinkan penalaran dilakukan secara mekanis. Sistem ini
memungkinkan manusia dan mesin menggunakan aturan yang sama
dalam menarik kesimpulan.
a. Logika Proposisional
Sistem proposisional menjadi fondasi awal yang memperkenalkan
cara memodelkan pernyataan sederhana menggunakan variabel
yang memiliki nilai benar atau salah. Representasi ini
memungkinkan penyederhanaan masalah kompleks ke dalam
bentuk simbolik. Struktur seperti konjungsi, disjungsi, implikasi,
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dan negasi menjadi elemen dasar yang membentuk bahasa formal
dalam logika modern. Dengan memahami hubungan antar operator
ini, seseorang dapat memetakan alur berpikir ke dalam bentuk yang
dapat diproses oleh komputer.
b. Logika Predikat

Logika predikat memperluas kemampuan logika proposisional.
Pengembangan logika predikat memperluas jangkauan analisis dari
pernyataan sederhana menuju struktur yang melibatkan objek,
relasi, serta kuantifikasi. Dengan adanya kuantor universal dan
eksistensial, pernyataan dapat mencakup domain yang lebih luas.
Representasi formal tersebut menjadi dasar dalam desain basis data
relasional, sistem kecerdasan buatan, serta bahasa pemrograman
deklaratif. Keterhubungan antara logika predikat dan struktur data
modern menunjukkan bahwa konsep matematis memiliki dampak
langsung terhadap arsitektur sistem informasi.

3. Inferensi dan Pembuktian Formal

Penalaran formal diwujudkan melalui proses inferensi. Inferensi
logis menjadi mekanisme utama dalam menarik kesimpulan dari
seperangkat premis. Aturan seperti modus ponens dan modus tollens
memastikan bahwa kesimpulan yang dihasilkan valid. Sistem
pembuktian formal memanfaatkan aturan tersebut untuk membangun
rantai deduksi yang tidak bergantung pada intuisi, melainkan pada
struktur yang dapat diverifikasi. Pendekatan ini menjadi dasar dalam
pengembangan sistem pembuktian teorema otomatis yang digunakan
dalam verifikasi perangkat lunak modern. Konsistensi logis dalam proses
inferensi memastikan bahwa kesalahan dalam perangkat lunak dapat
diminimalkan pada tahap desain.

4. Logika dalam Teori Komputasi

Transformasi logika ke dalam bentuk komputasional terlihat jelas
pada perkembangan teori automata. Mesin keadaan hingga, automata
berhingga deterministik, serta mesin Turing memberikan model abstrak
untuk memahami batas kemampuan komputasi. Mesin Turing
khususnya menjadi representasi paling fundamental dari konsep
algoritma. Model tersebut menunjukkan bahwa setiap proses komputasi
dapat direduksi menjadi serangkaian langkah manipulasi simbol.
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Pemahaman terhadap batas komputasi membuka perspektif baru
mengenai masalah yang dapat dan tidak dapat diselesaikan secara
algoritmik. Konsep ketakterputuskan dalam teori komputasi
memperlihatkan bahwa tidak semua permasalahan memiliki solusi yang
dapat dicapai melalui prosedur mekanis.

5. Logika dalam Pemrograman

Hubungan antara logika matematika dan desain perangkat keras
komputer terlihat melalui implementasi gerbang logika. Gerbang AND,
OR, NOT, NAND, NOR, XOR, dan XNOR menjadi representasi fisik
dari operasi logis dasar. Kombinasi gerbang tersebut memungkinkan
pembentukan rangkaian kompleks yang mampu melakukan operasi
aritmetika dan kontrol. Arsitektur prosesor modern dibangun
berdasarkan prinsip ini, di mana setiap instruksi dieksekusi melalui
rangkaian operasi logis yang terkoordinasi. Efisiensi desain sirkuit
digital sangat bergantung pada optimalisasi ekspresi Boolean yang
mendasarinya. Penyederhanaan ekspresi logika melalui metode seperti
peta Karnaugh atau aljabar Boolean meningkatkan efisiensi perangkat
keras secara signifikan.

Peran logika dalam sistem tipe pemrograman menjadi aspek
penting dalam menjaga konsistensi program. Sistem tipe statis
memastikan bahwa setiap ekspresi dalam program memiliki jenis data
yang sesuai sebelum dieksekusi. Pendekatan ini mengurangi potensi
kesalahan runtime yang dapat menyebabkan kegagalan sistem. Sistem
tipe lanjutan seperti dependent type memperluas kemampuan ekspresi
dengan memungkinkan tipe bergantung pada nilai. Hubungan antara
logika dan teori tipe memperlihatkan isomorfisme Curry-Howard, yang
menyatakan kesetaraan antara bukti dalam logika dan program dalam
komputasi. Kesetaraan tersebut memperkuat posisi logika sebagai
fondasi epistemologis dalam ilmu komputer.

Bahasa pemrograman fungsional menunjukkan penerapan
langsung prinsip logika dalam struktur komputasi. Ekspresi fungsi
diperlakukan sebagai entitas matematis yang tidak memiliki efek
samping. Pendekatan ini memudahkan analisis formal terhadap program
karena setiap fungsi dapat diperlakukan sebagai transformasi input ke
output. Konsep rekursi menjadi mekanisme utama dalam menggantikan
struktur iteratif. Lambda calculus sebagai dasar teoritis bahasa
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fungsional memperlihatkan bagaimana komputasi dapat
direpresentasikan hanya melalui abstraksi fungsi dan aplikasi.
Kesederhanaan tersebut memberikan kekuatan ekspresif yang tinggi
dalam pemodelan masalah kompleks.

Seiring meningkatnya kompleksitas sistem, pendekatan formal
menjadi semkain penting. Verifikasi formal perangkat lunak
berkembang sebagai respon terhadap meningkatnya kompleksitas sistem
komputasi. Pendekatan ini menggunakan metode matematis untuk
membuktikan bahwa suatu sistem memenuhi spesifikasi yang telah
ditentukan. Teknik seperti model checking dan theorem proving menjadi
alat utama dalam proses verifikasi. Model checking melakukan
eksplorasi terhadap seluruh ruang keadaan sistem untuk memastikan
tidak adanya pelanggaran spesifikasi. Theorem proving membangun
bukti formal berdasarkan aksioma dan aturan inferensi. Penggunaan
metode ini sangat penting dalam sistem kritis seperti penerbangan,
sistem medis, dan infrastruktur keuangan.

Selain itu, SAT solving menjadi salah satu aplikasi penting logika
proposisional dalam komputasi modern. Masalah satisfiability berfokus
pada penentuan apakah terdapat interpretasi yang membuat suatu
formula logika bernilai benar. Algoritma SAT solver telah mengalami
perkembangan signifikan yang memungkinkan penyelesaian masalah
dengan jutaan variabel. Penerapan SAT solver meluas ke berbagai
bidang seperti verifikasi perangkat keras, optimisasi, dan kecerdasan
buatan. Kemampuan untuk mengubah masalah nyata menjadi bentuk
logika proposisional menjadi kunci efisiensi dalam pemecahan masalah
kompleks.

6. Perkembangan Lanjutan Logika

Logika terus berkembang untuk menangani kompleksitas dunia
nyata. Logika temporal memperluas kemampuan ekspresi dengan
memasukkan dimensi waktu ke dalam penalaran. Struktur ini
memungkinkan analisis terhadap sistem yang berubah seiring waktu.
Operator seperti “selalu”, “kadang-kadang”, dan “hingga” digunakan
untuk memodelkan perilaku sistem dinamis. Logika temporal banyak
digunakan dalam verifikasi sistem concurrent dan distributed.

Teori bukti menjadi cabang penting dalam logika matematika
yang mempelajari struktur argumen formal. Representasi bukti sebagai
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objek matematis memungkinkan analisis terhadap kompleksitas dan
efisiensi proses deduksi. Sistem deduksi alami dan sequent calculus
menjadi kerangka formal dalam menyusun bukti. Struktur bukti yang
terorganisasi dengan baik memungkinkan otomatisasi proses penalaran.
Pengembangan proof assistant seperti Coq dan Lean menunjukkan
bahwa bukti matematis dapat diverifikasi oleh mesin dengan tingkat
ketelitian tinggi.

Hubungan antara logika dan kecerdasan buatan terlihat pada
sistem penalaran berbasis aturan. Sistem ini menggunakan representasi
pengetahuan dalam bentuk logika untuk melakukan inferensi otomatis.
Mesin inferensi menerapkan aturan logis untuk menghasilkan
kesimpulan baru dari fakta yang tersedia. Pendekatan ini menjadi dasar
dalam sistem pakar yang digunakan untuk diagnosis medis, analisis
hukum, dan pengambilan keputusan. Perkembangan machine learning
modern  tidak  menghilangkan  peran  logika, = melainkan
mengintegrasikannya dalam bentuk hybrid reasoning system.

Representasi pengetahuan dalam kecerdasan buatan sering
menggunakan logika deskriptif untuk menggambarkan hubungan antar
entitas. Struktur ontologi memungkinkan pengorganisasian pengetahuan
dalam hierarki konseptual. Inferensi berbasis ontologi memungkinkan
sistem untuk memahami hubungan semantik antar konsep. Pendekatan
ini sangat penting dalam pengembangan semantic web dan sistem
pencarian cerdas. Konsistensi ontologi dijaga melalui mekanisme
reasoning berbasis logika formal.

Kompleksitas algoritma memiliki hubungan erat dengan struktur
logika yang mendasarinya. Analisis kompleksitas waktu dan ruang
memberikan batasan terhadap efisiensi algoritma. Kelas kompleksitas
seperti P, NP, dan NP-complete menjadi kategori penting dalam teori
komputasi. Masalah NP-complete menunjukkan bahwa terdapat
permasalahan yang kesulitan penyelesaiannya belum dapat direduksi
secara efisien. Studi terhadap masalah ini menjadi salah satu tantangan
terbesar dalam ilmu komputer teoretis.

Paradigma pemrograman logis memperkenalkan pendekatan di
mana program didefinisikan sebagai kumpulan fakta dan aturan. Bahasa
seperti Prolog memungkinkan eksekusi program melalui proses inferensi
otomatis. Model ini menunjukkan bahwa komputasi dapat dipandang
sebagai proses pencarian solusi dalam ruang logika. Pendekatan
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deklaratif memberikan fleksibilitas dalam mendefinisikan masalah tanpa
menentukan langkah prosedural secara eksplisit.

Logika modal memperluas kemampuan ekspresi dengan
memasukkan konsep kemungkinan dan keharusan. Struktur ini
digunakan dalam analisis sistem multi-agent serta verifikasi sistem
keamanan. Operator modal memungkinkan representasi keadaan
alternatif yang mungkin terjadi. Penggunaan logika modal dalam ilmu
komputer memberikan alat formal untuk menganalisis sistem dengan
ketidakpastian. Integrasi logika dengan teori kategori membuka
perspektif abstrak terhadap struktur komputasi. Teori kategori
menyediakan bahasa matematis untuk menggambarkan hubungan antar
struktur. Funktor dan natural transformation menjadi konsep kunci
dalam menghubungkan berbagai sistem logika. Pendekatan ini
memberikan dasar untuk memahami kesatuan antara logika, aljabar, dan
komputasi.

Perkembangan logika fuzzy memperkenalkan konsep derajat
kebenaran yang tidak terbatas pada nilai biner. Representasi ini
memungkinkan pemodelan ketidakpastian dalam sistem dunia nyata.
Aplikasi logika fuzzy banyak ditemukan dalam sistem kontrol otomatis,
pengenalan pola, dan pengambilan keputusan berbasis data. Fleksibilitas
logika fuzzy memberikan kemampuan adaptasi terhadap informasi yang
tidak pasti atau ambigu. Transformasi digital modern menunjukkan
bahwa seluruh ekosistem komputasi bergantung pada struktur logika
yang konsisten. Setiap lapisan sistem, mulai dari perangkat keras hingga
aplikasi tingkat tinggi, dibangun di atas prinsip formal yang dapat
diverifikasi. Konsistensi logis menjadi syarat utama dalam memastikan
keandalan sistem yang semakin kompleks. Keterkaitan antara teori dan
implementasi memperlihatkan bahwa logika matematika bukan hanya
alat analisis, tetapi juga kerangka utama dalam rekayasa sistem
komputasi.

Pemahaman mendalam terhadap logika matematika membentuk
cara berpikir yang presisi, sistematis, dan analitis. Kemampuan untuk
mereduksi permasalahan kompleks ke dalam bentuk formal
memungkinkan penyelesaian yang lebih efisien dan dapat diuji. Struktur
berpikir berbasis logika memperkuat kemampuan dalam merancang
sistem yang stabil dan dapat diandalkan. Perkembangan teknologi
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komputasi modern tetap bergantung pada fondasi ini sebagai landasan
utama inovasi dan rekayasa.

A. Proposisi dan Nilai Kebenaran

Proposisi adalah pernyataan deklaratif yang memiliki nilai
kebenaran pasti, yaitu benar (true, T, atau 1) atau salah (false, F, atau 0).
Tidak ada proposisi yang bersifat ambigu: setiap proposisi adalah benar
atau salah, tidak keduanya sekaligus dan tidak bukan keduanya.
proposisi dalam logika harus jelas dan tegas, tanpa ruang bagi keraguan.
Sebuah proposisi selalu berbentuk kalimat yang dapat dinilai
kebenarannya secara pasti, apakah benar atau salah. Hal ini
membedakannya dari pertanyaan, perintah, atau ungkapan yang tidak
memiliki nilai kebenaran. Penegasan bahwa tidak ada proposisi yang
ambigu menunjukkan adanya prinsip kepastian dalam logika. Setiap
pernyataan hanya memiliki satu nilai kebenaran pada satu waktu, tidak
mungkin benar dan salah secara bersamaan, dan juga tidak mungkin
berada di antara keduanya.

Gagasan ini mencerminkan prinsip dasar berpikir logis yang
menuntut konsistensi dan kejelasan. Dalam penerapannya, terutama di
bidang informatika, kepastian nilai kebenaran menjadi dasar bagi
pengambilan keputusan dalam program dan sistem komputasi. Definisi
formal ini pertama kali dirumuskan secara ketat oleh Aristoteles dalam
karyanya De Interpretatione, namun formalisasi matematisnya dilakukan
oleh George Boole dalam An Investigation of the Laws of Thought
(1854). Boole menunjukkan bahwa penalaran logis dapat diperlakukan
sebagai operasi aljabar.

Definisi 1.1 (Proposisi). Sebuah proposisi adalah pernyataan
deklaratif yang bernilai benar atau salah, tetapi tidak keduanya
sekaligus.

Contoh-contoh proposisi sederhana:
* "2 + 2 =4" adalah proposisi bernilai benar.
* "Semua bilangan prima adalah ganjil" adalah proposisi
bernilai salah (karena 2 adalah bilangan prima genap).
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* "n adalah bilangan prima" bukan proposisi karena nilai

kebenarannya bergantung pada n.

» "Apakah kamu sudah makan?" bukan proposisi karena

merupakan pertanyaan.

Dalam logika propositional, variabel proposisi biasanya
dilambangkan dengan huruf kecil p, q, r, s, dan seterusnya. Setiap
variabel proposisi dapat mengambil nilai benar atau salah. Cara
sederhana untuk merepresentasikan pernyataan dalam logika
proposisional. Huruf kecil seperti p, q, r, dan s digunakan sebagai simbol
yang mewakili suatu pernyataan, sehingga tidak perlu selalu menuliskan
kalimat lengkap. Setiap simbol itu berfungsi sebagai pengganti
pernyataan yang memiliki nilai kebenaran tertentu. Nilai yang mungkin
hanya dua, yaitu benar atau salah, sehingga setiap variabel menjadi
elemen yang jelas dan terdefinisi dalam proses penalaran. Penggunaan
simbol-simbol ini memudahkan penyusunan dan analisis argumen secara
sistematis, terutama saat menggabungkan beberapa pernyataan dalam
bentuk yang lebih kompleks di bidang logika dan informatika.

Proposisi Majemuk

Proposisi majemuk (compound proposition) dibentuk dengan
menggabungkan dua atau lebih proposisi tunggal menggunakan operator
logika. Nilai kebenaran proposisi majemuk sepenuhnya ditentukan oleh
nilai kebenaran komponen-komponennya dan operator yang digunakan.
Proposisi majemuk merupakan hasil penggabungan beberapa proposisi
sederhana melalui penggunaan operator logika seperti dan, atau, atau
implikasi. Setiap proposisi tunggal menjadi bagian penyusun yang saling
terhubung dalam satu struktur yang lebih kompleks. Nilai kebenaran dari
proposisi majemuk tidak berdiri sendiri, melainkan bergantung pada
nilai kebenaran masing-masing bagian serta jenis operator yang
menghubungkannya. Perubahan pada salah satu komponen atau operator
dapat mengubah keseluruhan hasil. Hal ini menunjukkan bahwa logika
bekerja secara sistematis dan terstruktur, di mana hubungan antar
pernyataan dapat dianalisis secara tepat melalui aturan yang jelas dan
konsisten.

Prinsip komposisionalitas ini, yang pertama kali dikemukakan
secara formal oleh Frege, merupakan salah satu kekuatan terbesar logika:
kita dapat menentukan kebenaran kalimat kompleks semata-mata dari
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kebenaran bagian-bagiannya. Bahwa makna dan kebenaran suatu
pernyataan yang kompleks dapat dipahami dari bagian-bagian
penyusunnya. Frege memperkenalkan pandangan bahwa tidak perlu
melihat keseluruhan secara terpisah, karena struktur dan isi tiap
komponen sudah cukup untuk menentukan hasil akhirnya. Prinsip ini
memberi cara yang efisien dalam menganalisis kalimat atau argumen
yang rumit. Selama nilai kebenaran setiap bagian diketahui dan
hubungan antarbagian dipahami, keseluruhan dapat dinilai secara tepat
tanpa menebak atau mengandalkan intuisi semata. Kekuatan utama dari
pendekatan ini terletak pada sifatnya yang sistematis dan dapat
diandalkan, sehingga sangat berguna dalam logika, matematika, maupun
pengembangan sistem komputasi yang membutuhkan kepastian dan
konsistensi.

Tabel 1.1 Nilai Kebenaran Proposisi Dasar

‘ q -p Keterangan

p benar, negasinya salah

o

F
F p benar, negasinya salah
T

p salah, negasinya benar

ST S T

T
F
T
F T p salah, negasinya benar
Sumber: Rosen, K.H. (2019)

Tabel ini menunjukkan hubungan antara suatu proposisi tunggal
p dan negasinya —p berdasarkan semua kemungkinan nilai kebenaran
yang dapat terjadi. Setiap proposisi dalam logika hanya memiliki dua
kemungkinan nilai, yaitu benar (T) atau salah (F), sehingga tabel ini
mencakup seluruh kombinasi yang mungkin.

1. Kolom p (Proposisi)
Kolom p menunjukkan nilai kebenaran dari suatu pernyataan dasar.
Nilainya bisa:

e T (True/benar): proposisi bernilai benar

o F (False/salah): proposisi bernilai salah

e Kolom ini menjadi titik awal penentuan nilai pada kolom lainnya.

10 Matematika Untuk Informatika



2. Kolom q (Proposisi lain sebagai pembanding)

Kolom q menunjukkan proposisi lain yang dapat memiliki nilai
benar atau salah secara independen terhadap p. Kehadiran q
memperlihatkan bahwa dalam logika, setiap proposisi berdiri sendiri
dalam penilaian kebenaran.
Kombinasi nilai p dan q menghasilkan empat kemungkinan pasangan:
(T, T)
(T, F)
(F, T)
(F, F)
Kombinasi ini digunakan untuk melihat semua kemungkinan keadaan
logika.

3. Kolom —p (Negasi dari p)

Kolom —p menunjukkan hasil kebalikan dari nilai p. Operasi negasi
bekerja dengan aturan sederhana:

Jika p bernilai T, maka —p bernilai F

Jika p bernilai F, maka —p bernilai T

Negasi tidak bergantung pada q, karena hanya beroperasi pada satu
proposisi saja.

4. Hubungan antar kolom

Tabel memperlihatkan pola konsistensi:

Saat p benar, negasinya selalu salah

Saat p salah, negasinya selalu benar

Hal ini menegaskan prinsip dasar logika bahwa suatu pernyataan tidak
mungkin benar dan salah pada waktu yang sama.

5. Makna logis tabel

Tabel ini menjadi dasar dalam:

e pembentukan operator logika lainnya

e analisis argumen dalam logika proposisional

e perancangan sistem komputasi berbasis boolean

Struktur tabel membantu memastikan bahwa setiap nilai
kebenaran dapat ditelusuri secara sistematis tanpa ambiguitas.
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Perkembangan  konsep proposisi dalam logika matematika
memperlihatkan pergeseran penting dari bahasa alami menuju bahasa
formal yang lebih presisi. Bahasa alami sering mengandung ambiguitas,
konteks tersembunyi, serta struktur yang tidak selalu konsisten.
Proposisi hadir sebagai upaya untuk menghilangkan ketidakpastian
tersebut dengan menetapkan bahwa setiap pernyataan harus memiliki
nilai kebenaran yang tegas. Ketegasan ini menjadi dasar bagi seluruh
sistem logika formal yang digunakan dalam matematika dan informatika.
Struktur proposisi memungkinkan setiap pernyataan diperlakukan
sebagai objek matematis yang dapat dianalisis secara objektif tanpa
bergantung pada interpretasi subjektif.

Perubahan dari kalimat biasa menjadi proposisi logis melibatkan
proses abstraksi yang signifikan. Kalimat dalam bahasa sehari-hari
sering mengandung elemen emosional atau retoris yang tidak relevan
dalam analisis logika. Proposisi menghapus elemen tersebut dan hanya
mempertahankan isi faktual yang dapat diuji kebenarannya.
Transformasi ini menjadikan logika sebagai sistem yang independen dari
konteks linguistik. Setiap proposisi berdiri sebagai unit informasi yang
dapat diproses secara formal dalam sistem deduksi maupun komputasi.

Nilai kebenaran menjadi inti dari struktur proposisi. Konsep ini
tidak hanya menyatakan apakah suatu pernyataan benar atau salah, tetapi
juga menjadi dasar bagi operasi logika yang lebih kompleks.
Representasi biner nilai kebenaran menciptakan keselarasan langsung
dengan sistem digital modern. Komputer bekerja menggunakan sistem
biner yang secara langsung merefleksikan nilai benar dan salah dalam
logika proposisional. Hubungan ini menunjukkan bahwa teori logika
tidak hanya bersifat abstrak, tetapi juga memiliki implementasi fisik
yang konkret dalam perangkat keras komputer.

Representasi variabel proposisi seperti p, q, r, dan s
memperkenalkan sistem simbolik yang memungkinkan manipulasi
logika secara efisien. Simbolisasi ini menghilangkan kebutuhan untuk
menuliskan kalimat lengkap dalam setiap analisis. Setiap simbol
berfungsi sebagai representasi dari pernyataan tertentu yang dapat
diperlakukan secara matematis. Pendekatan ini memungkinkan
pembentukan struktur logika yang kompleks melalui kombinasi simbol
sederhana. Sistem simbolik tersebut menjadi dasar bagi pengembangan
bahasa formal dalam matematika diskrit dan ilmu komputer teoretis.
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Penggunaan variabel proposisi juga memungkinkan generalisasi
dalam penalaran logis. Satu bentuk ekspresi logika dapat diterapkan pada
berbagai situasi yang berbeda hanya dengan mengganti nilai variabelnya.
Generalisasi ini memberikan fleksibilitas tinggi dalam analisis argumen.
Struktur logika yang sama dapat digunakan untuk memodelkan berbagai
fenomena tanpa perlu membangun ulang sistem dari awal. Hal ini
menunjukkan efisiensi tinggi dari pendekatan formal dalam logika
matematika.

Proposisi majemuk memperluas kemampuan ekspresi logika
melalui penggabungan beberapa proposisi sederhana. Operator logika
seperti konjungsi, disjungsi, implikasi, dan biimplikasi menjadi alat
utama dalam membentuk struktur kompleks. Setiap operator memiliki
aturan semantik yang jelas yang menentukan bagaimana nilai kebenaran
hasil diturunkan dari komponen-komponennya. Struktur ini
memungkinkan  pembentukan  ekspresi logika yang  dapat
merepresentasikan hubungan sebab-akibat, pilihan alternatif, serta
kondisi bersyarat dalam sistem formal.

Konjungsi  merepresentasikan ~ hubungan  “dan yang
mensyaratkan semua komponen bernilai benar agar hasilnya benar.
Disjungsi merepresentasikan hubungan “atau” yang memberikan hasil

2

benar jika salah satu komponen bernilai benar. Implikasi
memperkenalkan konsep ketergantungan logis antara dua pernyataan, di
mana kebenaran satu pernyataan memengaruhi yang lain. Biimplikasi
menunjukkan kesetaraan logis antara dua proposisi. Kombinasi operator
ini memungkinkan representasi struktur logika yang sangat kompleks
dalam bentuk yang tetap teratur dan dapat dianalisis.

Prinsip komposisionalitas yang diperkenalkan oleh Frege
memberikan dasar filosofis yang kuat bagi struktur proposisi majemuk.
Makna keseluruhan suatu ekspresi logika ditentukan sepenuhnya oleh
makna bagian-bagiannya serta cara penyusunannya. Prinsip ini
menghilangkan ketergantungan pada interpretasi holistik yang tidak
terstruktur. Analisis dapat dilakukan secara modular, di mana setiap
bagian diperiksa secara terpisah sebelum digabungkan menjadi
kesimpulan akhir. Pendekatan modular ini sangat penting dalam desain
sistem komputasi modern yang bersifat hierarkis dan terdistribusi.

Komposisionalitas juga memungkinkan otomatisasi dalam
pemrosesan logika. Sistem komputer dapat mengevaluasi ekspresi logika
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kompleks dengan memecahnya menjadi sub-ekspresi yang lebih kecil.
Setiap sub-ekspresi dievaluasi secara independen sebelum hasilnya
digabungkan sesuai aturan operator. Teknik ini digunakan secara luas
dalam compiler, interpreter bahasa pemrograman, serta sistem verifikasi
formal. Keandalan sistem ini bergantung pada konsistensi aturan
komposisional yang mendasarinya.

Tabel kebenaran menjadi alat utama dalam memvisualisasikan
hubungan antara proposisi dan operator logika. Representasi tabular
memungkinkan semua kemungkinan kombinasi nilai kebenaran
dianalisis secara sistematis. Setiap baris dalam tabel mewakili satu
keadaan logis yang mungkin terjadi. Pendekatan ini memastikan tidak
ada kemungkinan yang terlewat dalam evaluasi logika. Struktur tabel
memberikan cara yang jelas untuk memahami bagaimana nilai
kebenaran berubah berdasarkan operasi logika tertentu.

Tabel kebenaran juga berfungsi sebagai alat pembuktian dalam
logika proposisional. Kesetaraan logis antara dua ekspresi dapat
dibuktikan dengan menunjukkan bahwa kedua ekspresi memiliki nilai
yang sama pada setiap kemungkinan kombinasi input. Metode ini
memberikan cara yang mekanis dan tidak ambigu untuk memverifikasi
kebenaran suatu argumen. Penggunaan tabel kebenaran sangat penting
dalam tahap awal pembelajaran logika karena memberikan representasi
visual yang intuitif.

Negasi sebagai operasi dasar logika menunjukkan prinsip
dualitas dalam sistem proposisional. Setiap nilai kebenaran memiliki
pasangan kebalikannya yang secara langsung ditentukan oleh aturan
logika. Prinsip ini mencerminkan struktur biner yang menjadi dasar
seluruh sistem logika modern. Negasi tidak bergantung pada variabel
lain, sehingga bersifat lokal terhadap satu proposisi. Sifat ini menjadikan
negasi sebagai operasi fundamental yang digunakan dalam pembentukan
operator logika lainnya.

Hubungan antara kolom-kolom dalam tabel kebenaran
memperlihatkan konsistensi internal dalam sistem logika. Setiap
kombinasi nilai mengikuti aturan yang ketat tanpa pengecualian.
Konsistensi ini menjadi dasar keandalan sistem logika dalam aplikasi
komputasi. Ketidakmungkinan suatu proposisi bernilai benar dan salah
secara bersamaan memastikan bahwa sistem logika tidak mengandung
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kontradiksi internal. Prinsip ini dikenal sebagai hukum non-kontradiksi
yang menjadi salah satu pilar utama logika klasik.

Makna tabel kebenaran tidak hanya terbatas pada analisis
proposisi sederhana. Struktur ini menjadi dasar bagi desain rangkaian
logika dalam komputer digital. Setiap baris dalam tabel dapat
diterjemahkan menjadi konfigurasi input-output dalam sirkuit
elektronik. Gerbang logika menggunakan prinsip yang sama untuk
menghasilkan output berdasarkan kombinasi input tertentu. Hubungan
ini menunjukkan bahwa tabel kebenaran berfungsi sebagai jembatan
antara teori logika dan implementasi fisik.

Proposisi majemuk juga berperan penting dalam pemodelan
sistem keputusan. Setiap kondisi dalam sistem dapat direpresentasikan
sebagai proposisi yang saling berhubungan. Penggabungan kondisi
tersebut menghasilkan aturan keputusan yang kompleks. Sistem ini
digunakan dalam berbagai aplikasi seperti sistem pakar, kecerdasan
buatan, dan kontrol otomatis. Representasi logis memungkinkan sistem
untuk mengambil keputusan secara konsisten berdasarkan aturan yang
telah ditentukan.

Struktur implikasi dalam proposisi majemuk memperkenalkan
konsep sebab-akibat dalam logika formal. Implikasi tidak hanya
menyatakan hubungan logis, tetapi juga merepresentasikan struktur
kondisional yang sering digunakan dalam pemrograman. Pernyataan
“jika p maka q” menjadi dasar bagi struktur kontrol dalam algoritma.
Representasi ini memungkinkan pemetaan langsung antara logika formal
dan logika pemrograman.

Analisis proposisi juga berperan dalam validasi argumen.
Argumen dianggap valid jika struktur logisnya menjamin kebenaran
kesimpulan ketika premis benar. Validitas tidak bergantung pada isi
pernyataan, melainkan pada bentuk logikanya. Pendekatan ini
memungkinkan evaluasi argumen secara objektif tanpa dipengaruhi oleh
makna semantik. Struktur formal ini menjadi dasar dalam
pengembangan sistem logika deduktif.

Keterkaitan antara proposisi dan sistem komputasi menunjukkan
bahwa logika tidak hanya bersifat teoretis. Setiap program komputer
pada dasarnya merupakan implementasi dari proposisi majemuk yang
dievaluasi secara dinamis. Kondisi dalam program direpresentasikan
sebagai ekspresi logika yang menentukan alur eksekusi. Keputusan
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dalam program bergantung pada evaluasi nilai kebenaran dari ekspresi
tersebut. Hubungan ini memperlihatkan bahwa logika menjadi bahasa
dasar dalam komunikasi antara manusia dan mesin.

Perkembangan lebih lanjut dari logika proposisional mengarah
pada integrasi dengan sistem formal lainnya seperti teori himpunan dan
aljabar Boolean. Integrasi ini memperluas kemampuan analisis logika ke
dalam domain yang lebih luas. Struktur matematis yang terbentuk
memberikan dasar bagi pengembangan algoritma dan sistem komputasi
modern. Konsistensi antara berbagai sistem formal menunjukkan bahwa
logika proposisional memiliki posisi sentral dalam struktur matematika
diskrit.

Pemahaman mendalam terhadap proposisi dan nilai kebenaran
membentuk dasar cara berpikir sistematis dalam ilmu komputer. Setiap
permasalahan dapat direduksi menjadi struktur logis yang dapat
dianalisis secara formal. Pendekatan ini memungkinkan penyelesaian
masalah dengan tingkat kepastian yang tinggi. Struktur berpikir berbasis
logika menjadi fondasi dalam pengembangan algoritma, desain sistem,
serta analisis kompleksitas komputasi.

B. Operator Logika dan Tabel Kebenaran

Lima operator logika utama dalam logika propositional adalah
negasi, konjungsi, disjungsi, implikasi, dan biimplikasi. Masing-masing
operator memiliki definisi formal berdasarkan tabel kebenaran. Logika
proposisional memiliki lima operasi dasar yang digunakan untuk
membentuk dan  menghubungkan pernyataan, yaitu negasi
(penyangkalan), konjungsi (dan), disjungsi (atau), implikasi
(jika...maka), dan biimplikasi (jika dan hanya jika). Setiap operator
memiliki peran yang berbeda dalam menentukan hubungan
antarproposisi. Penentuan hasil dari setiap operator tidak dilakukan
secara bebas, melainkan mengikuti aturan yang telah ditetapkan melalui
tabel kebenaran. Tabel ini menunjukkan semua kemungkinan kombinasi
nilai benar dan salah dari proposisi yang terlibat, lalu menetapkan hasil
akhirnya secara pasti. Pendekatan ini menegaskan bahwa logika bekerja
secara terstruktur dan terukur, sehingga setiap bentuk pernyataan dapat
dianalisis secara konsisten tanpa bergantung pada penafsiran subjektif.
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Definisi 1.2 (Negasi). Negasi proposisi p, dilambangkan —p atau
-p, adalah proposisi yang bernilai benar ketika p bernilai salah,
dan bernilai salah ketika p bernilai benar.

Definisi 1.3 (Konjungsi). Konjungsi p dan q, dilambangkan p A
g, adalah proposisi yang bernilai benar jika dan hanya jika p dan
q keduanya bernilai benar.

Definisi 1.4 (Disjungsi). Disjungsi p dan q, dilambangkan p V¢,
adalah proposisi yang bernilai salah jika dan hanya jika p dan q
keduanya bernilai salah.

Tabel kebenaran lengkap untuk semua operator dasar disajikan berikut
ini:
Tabel 1.2 Tabel Kebenaran Operator Logika Dasar

| P PAq pVq P—q p<—q

P

T T F T T T ‘ T
T F F F T F F
F T T F T T ‘ F
F F T F F T T

Catatan: — = implikasi, <> = biimplikasi.
Sumber: Mendelson, E. (2015)

Tabel kebenaran pada Tabel 1.2 menunjukkan hubungan
sistematis antara dua proposisi, yaitu p dan q, beserta nilai kebenaran
dari setiap operator logika yang terbentuk. Setiap baris pada tabel
merepresentasikan seluruh kemungkinan kombinasi nilai benar (T) dan
salah (F) dari kedua proposisi tersebut, sehingga tidak ada kondisi logis
yang terlewat dalam proses evaluasi.

Kolom —p menunjukkan hasil dari operasi negasi terhadap
proposisi p. Pada baris pertama dan kedua, ketika p bernilai T, maka —p
bernilai F karena negasi selalu membalik nilai kebenaran. Sebaliknya,
pada baris ketiga dan keempat ketika p bernilai F, maka —p berubah
menjadi T. Hal ini menegaskan bahwa negasi berfungsi sebagai operator
pembalik nilai logika tanpa mempertimbangkan nilai q.

Kolom p A q menggambarkan konjungsi, yaitu operasi logika
“dan”. Nilai pada kolom ini hanya bernilai T ketika p dan q sama-sama
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bernilai T, seperti terlihat pada baris pertama. Pada semua kombinasi
lainnya, hasil konjungsi bernilai F. Hal ini menunjukkan bahwa
konjungsi memiliki syarat ketat, karena satu saja proposisi bernilai salah
akan membuat keseluruhan pernyataan menjadi salah.

Kolom p V q menunjukkan operasi disjungsi atau “atau”. Pada
baris pertama hingga ketiga, nilai hasil tetap T selama minimal salah satu
proposisi bernilai T. Hanya pada kondisi ketika p dan q sama-sama F
(baris keempat), hasil disjungsi menjadi F. Ini menunjukkan bahwa
disjungsi lebih fleksibel dibanding konjungsi karena cukup satu
proposisi benar untuk menghasilkan nilai benar.

Kolom p — q merepresentasikan implikasi “jika...maka”. Pada
baris pertama, ketika p dan q sama-sama T, implikasi bernilai T. Pada
baris kedua, ketika p T dan q F, implikasi bernilai F karena janji logis
“jika p maka q” dilanggar. Namun pada baris ketiga dan keempat, ketika
p bernilai F, implikasi tetap T, karena dalam logika formal tidak ada
pelanggaran ketika premis awal tidak terpenuhi.

Kolom p <> q menunjukkan biimplikasi atau “jika dan hanya
jika”. Nilainya bernilai T ketika p dan q memiliki nilai yang sama, yaitu
sama-sama T (baris pertama) atau sama-sama F (baris keempat). Pada
kondisi berbeda nilai (baris kedua dan ketiga), biimplikasi bernilai F. Hal
ini menegaskan bahwa biimplikasi mensyaratkan kesetaraan nilai
kebenaran antara kedua proposisi. Dengan demikian, tabel kebenaran
tersebut memperlihatkan bahwa setiap operator logika memiliki aturan
evaluasi yang berbeda namun konsisten, sehingga hubungan
antarproposisi dapat dianalisis secara formal dan tidak bergantung pada
penafsiran subjektif.

Implikasi dan Kontraposisi

Implikasi (juga disebut kondisional) p — q dibaca sebagai "jika
p maka q" atau "p mengimplikasikan q." Dalam implikasi, p disebut
konsep implikasi sebagai hubungan antara dua proposisi, di mana p
berperan sebagai syarat dan q sebagai hasil. Ungkapan “jika p maka q”
menunjukkan bahwa kebenaran q bergantung pada terpenuhinya p.
Dalam struktur ini, p dikenal sebagai antecedent (premis atau kondisi
awal), sedangkan q disebut consequent (akibat atau hasil). Hubungan
keduanya tidak selalu berarti sebab-akibat secara nyata, melainkan
hubungan logis yang mengikuti aturan tertentu. Pemahaman tentang
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implikasi membantu dalam menyusun argumen dan penalaran yang
runtut, terutama saat menganalisis hubungan antar pernyataan dalam
logika maupun sistem komputasi.

Anteseden (hypothesis) dan q disebut konsekuen (conclusion).
Perlu diperhatikan bahwa implikasi p — q bernilai salah hanya ketika p
benar dan q salah. Masing-masing bagian dalam implikasi. p dipahami
sebagai anteseden atau hipotesis, yaitu kondisi awal yang menjadi dasar,
sedangkan q merupakan konsekuen atau kesimpulan yang mengikuti dari
kondisi tersebut. Aturan nilai kebenaran pada implikasi menunjukkan
sifat yang cukup khas. Pernyataan p — q hanya dinilai salah pada satu
situasi, yaitu saat p benar tetapi q tidak terpenuhi. Di luar kondisi itu,
implikasi tetap dianggap benar. Hal ini menunjukkan bahwa implikasi
lebih menekankan konsistensi hubungan logis daripada hubungan sebab-
akibat secara nyata, sehingga penilaiannya mengikuti aturan formal yang
telah ditetapkan dalam logika.

Implikasi memiliki beberapa bentuk ekuivalen yang penting
dalam pembuktian matematis:

» Kontraposisi: =q — —p (ekuivalen dengan p — q)

* Invers: =p — —q (tidak ekuivalen dengan p — q)

» Konvers: q — p (tidak ekuivalen dengan p — q)

Ekuivalensi antara implikasi dan kontraposisinya memiliki
aplikasi penting dalam pembuktian matematika: untuk membuktikan p
— ¢, kita dapat membuktikan ~q — —p yang sering lebih mudah. Suatu
implikasi  memiliki hubungan yang setara dengan bentuk
kontraposisinya. Pernyataan p — q memiliki nilai kebenaran yang sama
dengan —q — —p, sehingga keduanya dapat saling menggantikan dalam
penalaran logis. Hal ini memberi strategi alternatif dalam pembuktian
matematika. Ketika pembuktian langsung dari p menuju q terasa sulit,
pendekatan melalui kontraposisi sering lebih sederhana karena fokusnya
beralih pada kondisi kebalikan. Gagasan ini menegaskan bahwa dalam
logika, ada berbagai cara yang sah untuk mencapai kesimpulan yang
sama, selama tetap mengikuti aturan yang konsisten dan dapat
dipertanggungjawabkan. Operator logika berperan sebagai fondasi
utama dalam pembentukan struktur penalaran formal yang presisi. Setiap
operator tidak hanya berfungsi sebagai simbol penghubung
antarproposisi, tetapi juga sebagai aturan transformasi nilai kebenaran
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yang terdefinisi secara ketat. Struktur ini menjadikan logika
proposisional mampu merepresentasikan berbagai bentuk argumen
dengan tingkat ketepatan yang tinggi. Hubungan antaroperator
menunjukkan bahwa sistem logika bekerja sebagai mekanisme
komputasional yang dapat dieksekusi secara sistematis, bukan sekadar
bahasa deskriptif.

Negasi sebagai operator dasar menunjukkan sifat fundamental
dari dualitas logika. Setiap proposisi memiliki pasangan nilai yang
berlawanan secara mutlak. Proses pembalikan nilai ini tidak bergantung
pada konteks eksternal, melainkan hanya pada nilai internal proposisi itu
sendiri. Sifat ini menciptakan struktur simetris dalam logika, di mana
setiap pernyataan selalu memiliki representasi kebalikannya. Simetri
tersebut menjadi dasar penting dalam berbagai proses pembuktian
formal, terutama ketika transformasi logika diperlukan untuk
menyederhanakan argumen.

Konjungsi memperlihatkan sifat ketat dalam penggabungan
proposisi. Satu kegagalan nilai kebenaran pada salah satu komponen
langsung menentukan hasil keseluruhan. Struktur ini mencerminkan
konsep ketergantungan penuh antar elemen dalam sistem logika. Dalam
penerapan  komputasi, konjungsi  sering  digunakan  untuk
merepresentasikan kondisi yang harus terpenuhi secara bersamaan.
Sistem kontrol dalam perangkat lunak banyak menggunakan pola ini
untuk memastikan semua syarat valid sebelum suatu instruksi
dijalankan.

Disjungsi memperkenalkan fleksibilitas dalam hubungan logis.
Syarat kebenaran tidak menuntut semua komponen bernilai benar,
melainkan cukup satu komponen memenuhi kondisi tersebut. Struktur
ini mencerminkan model alternatif dalam pengambilan keputusan.
Dalam sistem komputasi, disjungsi digunakan untuk merepresentasikan
berbagai jalur eksekusi yang memungkinkan. Pendekatan ini
memberikan kemampuan adaptif dalam sistem logika, terutama ketika
terdapat lebih dari satu solusi yang valid.

Implikasi menunjukkan hubungan kondisional yang menjadi inti
dari penalaran deduktif. Struktur “jika p maka q” tidak selalu
merepresentasikan hubungan kausal, tetapi hubungan logis yang bersifat
formal. Keunikan implikasi terletak pada kondisi di mana pernyataan
tetap bernilai benar meskipun premis tidak terpenuhi. Hal ini
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menunjukkan bahwa logika formal tidak selalu mengikuti intuisi sehari-
hari, melainkan mengikuti aturan semantik yang ketat. Ketentuan ini
memberikan dasar bagi konsistensi dalam sistem pembuktian matematis.

Biimplikasi memperkenalkan konsep kesetaraan logis yang lebih
kuat dibandingkan implikasi. Dua proposisi dianggap setara ketika
keduanya memiliki nilai kebenaran yang sama pada seluruh kondisi.
Struktur ini sering digunakan dalam definisi matematis, di mana suatu
konsep didefinisikan melalui kesetaraan dua bentuk pernyataan.
Kesetaraan tersebut memastikan bahwa kedua sisi definisi memiliki
makna yang identik secara logis. Penggunaan biimplikasi memberikan
standar ketat dalam memastikan konsistensi definisi formal.

Tabel kebenaran menjadi representasi sistematis yang
menggabungkan seluruh operator logika dalam satu struktur evaluasi.
Setiap baris dalam tabel merepresentasikan kombinasi nilai kebenaran
yang lengkap dari variabel proposisi yang terlibat. Pendekatan ini
memastikan bahwa tidak ada kemungkinan logis yang terabaikan.
Struktur tabular memberikan cara visual yang jelas untuk memahami
bagaimana setiap operator memengaruhi hasil akhir. Evaluasi sistematis
ini menjadi dasar dalam analisis logika proposisional.

Kolom negasi dalam tabel kebenaran memperlihatkan
mekanisme inversi nilai yang konsisten. Setiap perubahan nilai pada
proposisi utama langsung tercermin secara berlawanan pada hasil negasi.
Ketergantungan tunggal ini menunjukkan bahwa negasi tidak
memerlukan informasi tambahan dari proposisi lain. Sifat independen ini
menjadikan negasi sebagai operator paling dasar dalam sistem logika.
Struktur ini juga digunakan dalam desain rangkaian elektronik sebagai
inverter.

Kolom konjungsi menunjukkan pola ketergantungan yang sangat
restriktif. Hanya satu kombinasi nilai yang menghasilkan kebenaran,
yaitu ketika semua komponen bernilai benar. Pola ini mencerminkan
prinsip integritas kondisi dalam sistem formal. Dalam implementasi
komputasi, konjungsi digunakan untuk memastikan validitas multi-
syarat sebelum proses eksekusi dilakukan. Struktur ini sangat penting
dalam sistem keamanan dan validasi data.

Kolom disjungsi menunjukkan sifat inklusif dalam evaluasi
logika. Selama salah satu komponen bernilai benar, hasil akhir tetap
benar. Struktur ini mencerminkan konsep redundansi dalam sistem
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pengambilan keputusan. Redundansi ini memungkinkan sistem tetap
berfungsi meskipun sebagian kondisi tidak terpenuhi. Dalam sistem
komputasi modern, disjungsi digunakan untuk meningkatkan
fleksibilitas dan ketahanan terhadap kegagalan parsial.

Kolom implikasi menunjukkan pola evaluasi yang tidak intuitif
secara natural language tetapi sangat konsisten secara formal. Kondisi
ketika premis bernilai salah menghasilkan implikasi bernilai benar
menunjukkan bahwa logika formal tidak selalu merepresentasikan
hubungan sebab-akibat. Struktur ini menekankan bahwa validitas logis
bergantung pada konsistensi struktur, bukan pada interpretasi semantik
eksternal. Pendekatan ini sangat penting dalam pembuktian matematis
yang membutuhkan kepastian absolut.

Kolom biimplikasi menunjukkan kesimetrian nilai kebenaran
antara dua proposisi. Kesetaraan ini menciptakan struktur evaluasi yang
sangat ketat, di mana setiap perbedaan nilai langsung menghasilkan hasil
salah. Pola ini digunakan dalam definisi formal dan verifikasi kesetaraan
konsep dalam matematika. Struktur ini memastikan bahwa dua
pernyataan benar-benar identik secara logis sebelum dianggap setara.

Hubungan antar kolom dalam tabel kebenaran memperlihatkan
struktur sistemik yang saling terhubung. Setiap operator bekerja secara
independen tetapi tetap berada dalam kerangka evaluasi yang sama.
Konsistensi ini menunjukkan bahwa sistem logika proposisional
memiliki sifat modular. Setiap bagian dapat dianalisis secara terpisah
tanpa menghilangkan keterkaitan dengan keseluruhan sistem.

Implikasi memiliki peran sentral dalam struktur penalaran formal
karena menjadi dasar dari banyak bentuk argumen deduktif. Struktur ini
memungkinkan pembentukan rantai logika di mana satu pernyataan
mengarah ke pernyataan lain secara teratur. Hubungan ini membentuk
dasar dari banyak algoritma dalam sistem komputasi yang bergantung
pada kondisi bersyarat. Implementasi implikasi dalam pemrograman
terlihat pada struktur if-then yang menjadi inti dari kontrol alur program.

Analisis nilai kebenaran implikasi menunjukkan bahwa logika
formal memiliki definisi yang berbeda dari intuisi sehari-hari. Kondisi di
mana implikasi tetap benar meskipun premis salah menunjukkan bahwa
logika tidak selalu berorientasi pada realitas kausal. Struktur ini
dirancang untuk menjaga konsistensi sistem formal, bukan untuk
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merepresentasikan hubungan dunia nyata secara langsung. Pendekatan
ini penting dalam menjaga stabilitas sistem pembuktian.

Kontraposisi menjadi alat penting dalam pembuktian matematis
karena memberikan jalur alternatif dalam analisis logika. Kesetaraan
antara implikasi dan kontraposisinya memungkinkan transformasi
argumen tanpa mengubah nilai kebenaran. Pendekatan ini sering
digunakan ketika pembuktian langsung sulit dilakukan. Dengan
mengubah arah penalaran, kompleksitas pembuktian dapat dikurangi
secara signifikan.

Invers dan konvers menunjukkan bahwa tidak semua
transformasi logika mempertahankan kesetaraan. Perbedaan nilai
kebenaran antara bentuk-bentuk ini menunjukkan bahwa struktur logika
sangat sensitif terhadap arah hubungan antarproposisi. Ketidaksimetrian
ini menjadi dasar penting dalam memahami batasan transformasi logika.
Pemahaman ini membantu menghindari kesalahan dalam penalaran
formal.

Ekuivalensi  logis menjadi  konsep  penting dalam
menyederhanakan ekspresi logika. Dua pernyataan yang ekuivalen dapat
saling menggantikan tanpa mengubah nilai kebenaran keseluruhan.
Prinsip ini digunakan dalam penyederhanaan ekspresi Boolean dan
optimasi rangkaian logika. Proses ini meningkatkan efisiensi dalam
desain sistem komputasi.

Struktur tabel kebenaran juga memiliki peran penting dalam
verifikasi kebenaran sistem logika. Setiap kemungkinan kombinasi nilai
dapat diuji secara eksplisit untuk memastikan konsistensi. Pendekatan
ini memberikan metode pembuktian yang bersifat eksak dan tidak
bergantung pada asumsi. Sistem ini menjadi dasar dalam pengembangan
algoritma verifikasi otomatis.

Operator logika secara keseluruhan membentuk sistem yang
lengkap untuk merepresentasikan penalaran formal. Kombinasi operator
memungkinkan pembentukan ekspresi yang sangat kompleks dari
elemen dasar yang sederhana. Kompleksitas ini tetap dapat dikelola
karena setiap operator memiliki definisi yang jelas. Struktur ini
menunjukkan kekuatan logika sebagai bahasa formal yang terstruktur.

Penerapan operator logika dalam sistem komputasi menunjukkan
hubungan langsung antara teori dan praktik. Setiap operasi dalam
prosesor pada dasarnya merupakan implementasi dari operator logika
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dasar. Struktur ini menjadi dasar bagi seluruh arsitektur komputer
modern. Konsistensi antara teori logika dan implementasi fisik
memperlihatkan kesatuan antara matematika dan teknologi.

Pemahaman mendalam terhadap operator logika dan tabel
kebenaran membentuk dasar kemampuan analitis dalam ilmu komputer.
Setiap sistem komputasi dapat direduksi menjadi kombinasi operasi
logika yang terdefinisi dengan baik. Pendekatan ini memungkinkan
perancangan sistem yang efisien, konsisten, dan dapat diverifikasi secara
formal. Struktur ini menjadi fondasi utama dalam pengembangan
teknologi digital modern.

C. Tautologi, Kontradiksi, dan Kontingensi

Klasifikasi formula logika berdasarkan nilai kebenarannya
merupakan konsep fundamental. Tiga kategori utama adalah tautologi,
kontradiksi, dan kontingensi. pentingnya mengelompokkan formula
logika  berdasarkan bagaimana nilai kebenarannya berlaku.
Pengelompokan ini membantu memahami sifat suatu pernyataan dalam
berbagai kemungkinan kondisi. Tautologi merujuk pada pernyataan
yang selalu benar, apa pun nilai komponen penyusunnya. Kontradiksi
menggambarkan pernyataan yang selalu salah dalam semua
kemungkinan. Kontingensi berada di antara keduanya, karena nilainya
bisa benar atau salah tergantung pada kondisi yang diberikan. Pembagian
ini memberikan kerangka untuk menilai dan menganalisis kekuatan
suatu argumen secara lebih terstruktur dan jelas.

Definisi 1.5 (Tautologi). Formula proposisional F adalah
tautologi jika F bernilai benar untuk setiap kemungkinan
kombinasi nilai kebenaran variabel-variabelnya.

Definisi 1.6 (Kontradiksi). Formula F adalah kontradiksi jika F
bernilai salah untuk setiap kombinasi nilai kebenaran variabel-
variabelnya.

Contoh tautologi penting:
* Hukum Eksklusi Tengah (Law of Excluded Middle): p V —p
* Modus Ponens: ((p — q) Ap) —q
* Modus Tollens: (p > q) A —~q) — —p
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* Hukum De Morgan: ~(p A q) <> (—p V —q)

Tabel 1.3 Ekuivalensi Logika Penting

Formula A Formula B (Ekuivalen) Nama Hukum
~("p) p Involusi
pVvV-p T (Benar) Eksklusi Tengah
pA—D F (Salah) Kontradiksi

~(pVa) “pATq De Morgan I
~“(pAQ) “pV—q De Morgan I1
pP—q “pVq Ekuivalensi Implikasi

Sumber: Epp, S.S. (2010)

Klasifikasi formula logika pada Tabel 1.3 memperlihatkan
hubungan ekuivalensi antara dua bentuk pernyataan yang secara logis
memiliki nilai kebenaran yang sama pada setiap kemungkinan nilai
variabel penyusunnya. Setiap baris tabel menunjukkan bahwa suatu
formula dapat dituliskan dalam bentuk lain tanpa mengubah makna
logisnya, sehingga transformasi antar bentuk tetap mempertahankan
validitas argumen.

Baris pertama menunjukkan hukum involusi, yaitu —(—p)
ekuivalen dengan p. Penjelasan ini menunjukkan bahwa negasi ganda
tidak mengubah nilai kebenaran suatu proposisi. Jika p bernilai benar,
maka —p bernilai salah, dan negasi kedua mengembalikannya menjadi
benar. Sebaliknya, jika p bernilai salah, negasi pertama menjadi benar
dan negasi kedua mengembalikannya menjadi salah, sehingga hasil
akhirnya tetap sama dengan nilai awal p.

Baris kedua menggambarkan hukum eksklusi tengah, yaitu p v
—p yang selalu bernilai benar (T). Hal ini terjadi karena dalam setiap
kondisi, salah satu dari dua kemungkinan selalu terpenuhi: jika p benar
maka pernyataan bernilai benar, dan jika p salah maka —p yang menjadi
benar. Tidak ada keadaan di mana keduanya salah secara bersamaan,
sehingga hasilnya selalu menghasilkan kebenaran.

Baris ketiga menunjukkan bentuk kontradiksi, yaitu p A —p yang
selalu bernilai salah (F). Kondisi ini terjadi karena konjungsi
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mensyaratkan kedua komponen bernilai benar secara bersamaan,
sedangkan p dan —p tidak mungkin benar pada saat yang sama.
Akibatnya, tidak ada kombinasi nilai yang dapat membuat pernyataan ini
menjadi benar.

Baris keempat memperlihatkan hukum De Morgan pertama,
yaitu —(p V q) ekuivalen dengan —p A —q. Penjelasan ini menunjukkan
bahwa penyangkalan terhadap disjungsi berarti kedua proposisi harus
sama-sama salah. Jika salah satu saja bernilai benar, maka p Vv q bernilai
benar sehingga negasinya menjadi salah, yang konsisten dengan bentuk
- Aq.

Baris kelima menunjukkan hukum De Morgan kedua, yaitu —(p
A q) ekuivalen dengan —p V —q. Hal ini berarti bahwa jika tidak benar
bahwa p dan q sama-sama benar, maka setidaknya salah satu dari
keduanya harus bernilai salah. Struktur ini menegaskan bahwa kegagalan
konjungsi terjadi cukup dari satu komponen yang tidak terpenuhi.

Baris keenam menunjukkan ekuivalensi implikasi, yaitu p — q
yang setara dengan —p V q. Penjelasan ini menunjukkan bahwa implikasi
hanya gagal ketika p benar dan q salah. Dalam semua kondisi lainnya,
baik ketika p salah maupun ketika q benar, bentuk disjungsi —p V q tetap
bernilai benar, sehingga keduanya memiliki perilaku logika yang identik.

Klasifikasi tautologi, kontradiksi, dan bentuk ekuivalensi pada
tabel ini menegaskan bahwa setiap formula logika dapat direduksi atau
diubah ke bentuk lain tanpa mengubah nilai kebenarannya, sehingga
analisis argumen menjadi lebih sistematis dan dapat diuji secara formal
melalui aturan logika yang konsisten. Tautologi, kontradiksi, dan
kontingensi membentuk struktur dasar dalam klasifikasi semantik
formula logika proposisional. Setiap formula logika tidak hanya
dipahami sebagai rangkaian simbol, tetapi sebagai objek matematis yang
memiliki perilaku kebenaran tertentu pada seluruh kemungkinan
interpretasi variabelnya. Pendekatan ini memungkinkan analisis yang
tidak bergantung pada isi semantik kalimat, melainkan pada bentuk
logisnya. Struktur klasifikasi ini menjadi dasar penting dalam penalaran
formal karena memberikan cara untuk mengevaluasi kekuatan dan
stabilitas suatu argumen secara objektif.

Tautologi menunjukkan sifat kebenaran absolut dalam sistem
logika. Setiap formula yang tergolong tautologi memiliki nilai benar
pada seluruh kombinasi nilai variabel yang mungkin. Sifat ini
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menjadikan tautologi sebagai representasi dari hukum logika yang
bersifat universal. Tidak ada kondisi yang dapat membuat formula
tautologis bernilai salah, sehingga keberlakuannya tidak bergantung
pada interpretasi atau konteks eksternal. Struktur ini mencerminkan
kepastian logis yang menjadi dasar dalam pembuktian matematis dan
validasi argumen formal.

Kontradiksi menunjukkan kebalikan dari tautologi, yaitu
ketidakmungkinan kebenaran dalam semua kondisi. Formula
kontradiktif selalu menghasilkan nilai salah tanpa pengecualian. Sifat ini
menunjukkan adanya ketidakkonsistenan internal dalam struktur logika
yang dibentuk. Kontradiksi sering digunakan untuk mengidentifikasi
kesalahan dalam penalaran, karena keberadaannya menandakan bahwa
tidak ada interpretasi yang dapat membuat pernyataan tersebut benar.
Dalam sistem formal, kontradiksi menjadi indikator penting dalam
proses validasi argumen.

Kontingensi berada pada posisi tengah antara tautologi dan
kontradiksi. Nilai kebenaran formula kontingen bergantung pada
kombinasi nilai variabel yang digunakan. Struktur ini mencerminkan
fleksibilitas logika dalam merepresentasikan kondisi yang tidak bersifat
mutlak. Kontingensi menjadi representasi dari sebagian besar pernyataan
dalam sistem dunia nyata yang tidak selalu benar atau salah secara
absolut. Kebergantungan pada kondisi menjadikan kontingensi sebagai
bentuk paling umum dalam logika proposisional.

Perbedaan antara ketiga kategori ini menunjukkan bahwa logika
proposisional tidak hanya berfungsi sebagai alat evaluasi statis, tetapi
juga sebagai sistem klasifikasi semantik. Setiap formula dapat dianalisis
untuk menentukan status kebenarannya secara menyeluruh. Proses ini
melibatkan evaluasi terhadap seluruh ruang kemungkinan nilai variabel,
sehingga hasil yang diperoleh bersifat lengkap dan tidak parsial.
Pendekatan ini memberikan dasar yang kuat untuk analisis formal dalam
matematika dan ilmu komputer.

1. Logika Proposisional, Tautologi, Kontradiksi dan Penalaran
Formal
Dalam logika matematika, wvaliditas suatu argumen tidak
ditentukan oleh isi pernyataan, melainkan oleh struktur logisnya. Hal ini
terlihat jelas pada pola inferensi seperti modus ponens dan modus tollens.

Buku Referensi 27



Modus ponens menyatakan bahwa jika “p — q” benar dan “p” benar,
maka “q” pasti benar. Sementara itu, modus tollens menyatakan bahwa
jika “p — q” benar dan “—q” benar, maka “—p” juga benar. Kedua pola
ini bersifat tautologis, artinya dapat direpresentasikan sebagai formula
yang selalu bernilai benar untuk semua kemungkinan nilai variabel.
Karena itu, modus ponens dan modus tollens sebagai bentuk tautologi
menunjukkan bahwa struktur inferensi valid dapat direpresentasikan
sebagai formula yang selalu benar. Implikasinya sangat penting:
validitas argumen dapat diuji melalui evaluasi nilai kebenaran seluruh
kemungkinan kombinasi. Dengan kata lain, kita tidak perlu melihat
makna pernyataan, cukup melihat bentuk logikanya. Struktur ini menjadi
dasar dalam pembuktian formal, di mana setiap langkah penalaran harus
mengikuti aturan yang menjamin kebenaran absolut dari kesimpulan.

Keterkaitan antara tautologi dan validitas argumen menunjukkan
bahwa argumen valid dapat direpresentasikan sebagai formula
tautologis. Jika implikasi dari premis ke kesimpulan selalu benar, maka
argumen tersebut valid. Pendekatan ini memberikan metode formal
untuk mengevaluasi argumen tanpa melihat isi semantik. Dalam logika
proposisional, formula diklasifikasikan menjadi:

o Tautologi — selalu benar

o Kontradiksi — selalu salah
e Kontingensi — bergantung kondisi
Klasifikasi ini memberikan alat analisis yang kuat dalam evaluasi

argumen, karena setiap formula dapat diuji secara sistematis
menggunakan tabel kebenaran.

2. Kontradiksi dan Batas Konsistensi Logika

Berbeda dengan tautologi, kontradiksi merupakan formula yang
selalu salah. Kontradiksi sepertti p A —p menunjukkan batasan
fundamental dalam sistem logika, karena tidak mungkin suatu proposisi
dan negasinya benar secara bersamaan. Tidak ada interpretasi yang dapat
memenuhi kondisi ini, sehingga kontradiksi menjadi indikator kuat
adanya kesalahan dalam sistem.

Struktur ini menunjukkan bahwa logika memiliki batas
konsistensi yang ketat. Jika suatu sistem menghasilkan kontradiksi,
maka sistem tersebut tidak dapat dipercaya. Oleh karena itu, keberadaan
kontradiksi dalam suatu sistem menunjukkan adanya kesalahan dalam
konstruksi argumen. Dalam praktik matematika, kontradiksi justru
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dimanfaatkan sebagai alat pembuktian melalui metode reductio ad
absurdum, yaitu membuktikan suatu pernyataan dengan menunjukkan
bahwa kebalikannya menghasilkan kontradiksi. Kontradiksi dalam
sistem logika sering digunakan sebagai alat deteksi kesalahan. Dalam
sistem komputer, kontradiksi menunjukkan adanya bug atau
inkonsistensi. Karena itu, konsistensi menjadi syarat utama dalam
keandalan sistem komputasi.

3. Pembuktian Tidak Langsung

Metode ini merupakan salah satu teknik paling kuat dalam
matematika. Metode pembuktian tidak langsung memanfaatkan
kontradiksi sebagai alat utama, dengan cara mengasumsikan bahwa
suatu pernyataan benar, lalu menunjukkan bahwa asumsi tersebut
mengarah pada kontradiksi. Ketika kontradiksi ditemukan, maka asumsi
awal harus ditolak. Dengan demikian, pendekatan ini memungkinkan
pengujian kebenaran melalui eliminasi kemungkinan yang tidak
konsisten. Teknik ini sering digunakan dalam pembuktian teorema yang
sulit dibuktikan secara langsung, karena lebih mudah menunjukkan
kesalahan daripada membangun kebenaran secara konstruktif.
4. Kontingensi dan Dinamika Kebenaran

Tidak semua pernyataan bersifat selalu benar atau selalu salah.
Kontingensi mencerminkan sifat dinamis dari sebagian besar pernyataan
logis, yaitu pernyataan yang nilai kebenarannya bergantung pada kondisi
tertentu. Dalam hal ini, suatu formula bisa benar dalam satu kondisi dan
salah dalam kondisi lain. Karena itu, struktur ini sangat penting dalam
pemodelan sistem dunia nyata, di mana banyak situasi tidak bersifat
absolut. Kontingensi memungkinkan logika untuk merepresentasikan
kompleksitas realitas dengan cara yang tetap terstruktur, sehingga sangat
berguna dalam bidang seperti kecerdasan buatan dan sistem keputusan.

5. Hukum-Hukum Ekuivalensi Logika

Salah satu kekuatan utama logika adalah kemampuannya untuk
melakukan transformasi tanpa mengubah makna. Hukum-hukum
ekuivalensi logika menunjukkan bahwa berbagai bentuk formula dapat
memiliki makna logis yang sama. Dengan kata lain, satu pernyataan
dapat ditulis dalam berbagai bentuk yang berbeda tetapi tetap setara
secara logis. Contohnya meliputi negasi ganda, hukum De Morgan .
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ekuivalensi implikasi Karena itu, kesetaraan ini memungkinkan

penyederhanaan ekspresi logika tanpa mengubah nilai kebenarannya,

yang sangat penting dalam optimasi komputasi dan pembuktian formal.

a. Hukum Involusi (Negasi Ganda)
Hukum involusi menunjukkan bahwa negasi ganda tidak mengubah
nilai kebenaran suatu proposisi. Artinya, —~(—p) setara dengan p.
Prinsip ini mencerminkan sifat simetri dalam logika. Dalam praktik,
penghapusan negasi ganda sering digunakan dalam penyederhanaan
ekspresi logika kompleks, terutama dalam aljabar Boolean dan
desain rangkaian digital.

b. Hukum Eksklusi Tengah
Hukum eksklusi tengah menyatakan bahwa setiap proposisi selalu
bernilai benar atau salah, tanpa kemungkinan ketiga. Prinsip ini
menjadi dasar logika klasik. Implikasinya sangat luas, karena
struktur ini menjadi dasar dalam sistem biner yang digunakan dalam
komputer modern, di mana semua informasi direpresentasikan
dalam bentuk 0 dan 1.

c. Hukum Kontradiksi
Hukum kontradiksi menyatakan bahwa suatu proposisi dan
negasinya tidak mungkin keduanya benar secara bersamaan. Prinsip
ini menjaga konsistensi sistem logika. Tanpa hukum ini, sistem
formal akan kehilangan stabilitasnya, karena semua pernyataan bisa
dianggap benar jika kontradiksi diizinkan.
d. Hukum De Morgan
Hukum De Morgan memberikan aturan transformasi penting dalam
logika, yaitu:
e “(pV®="pAq
e “(pAQ="pV—q
Transformasi ini memungkinkan perubahan bentuk ekspresi tanpa
mengubah nilai kebenarannya. Hal ini sangat penting dalam
penyederhanaan ekspresi logika dan desain rangkaian digital.
Ekuivalensi implikasi menunjukkan bahwa p — q setara dengan —p
V q. Artinya, implikasi bukan operasi dasar, melainkan dapat diturunkan
dari operasi lain. Transformasi ini penting dalam analisis formal dan
optimasi algoritma logika. Transformasi logika melalui hukum-hukum
ekuivalensi menunjukkan bahwa sistem logika memiliki sifat aljabar.
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Setiap ekspresi dapat dimanipulasi seperti persamaan matematika.
Pendekatan ini menjadi dasar dalam aljabar Boolean, desain sirkuit
digital dan optimasi komputasi.

Klasifikasi dan transformasi dalam logika proposisional
memberikan dasar yang sangat kuat untuk penalaran formal. Dengan
memisahkan struktur logika dari isi semantik, analisis dapat dilakukan
secara objektif dan sistematis. Akhirnya, konsistensi dalam struktur
logika memastikan bahwa setiap argumen dapat diuji secara formal tanpa
ambiguitas, menjadikan logika sebagai alat universal dalam ilmu
komputer, matematika, dan berbagai bidang ilmiah lainnya.

D. Inferensi Logis dan Aturan Penarikan Kesimpulan

Argumen logis adalah sekuens proposisi yang terdiri dari premis-
premis dan sebuah konklusi. Argumen dikatakan valid jika konklusinya
secara logis mengikuti dari premis-premisnya: tidak mungkin semua
premis benar tetapi konklusi salah. Argumen logis tersusun dari beberapa
pernyataan yang berfungsi sebagai dasar (premis) dan satu pernyataan
akhir sebagai hasil (konklusi). Premis memberikan landasan bagi
penarikan kesimpulan. Keabsahan argumen tidak ditentukan oleh isi
benar atau salahnya secara terpisah, melainkan oleh hubungan logis di
antara premis dan konklusi. Sebuah argumen dinilai valid ketika struktur
penalarannya menjamin bahwa jika semua premis benar, maka konklusi
tidak mungkin salah. Gagasan ini menekankan pentingnya konsistensi
dan keterkaitan dalam berpikir, sehingga kesimpulan yang dihasilkan
benar-benar mengikuti dasar yang telah ditetapkan.

Definisi 1.7 (Argumen Valid). Argumen dengan premis pi, pz,
..., pn dan konklusi q adalah valid jika dan hanya jika formula (p:
Ap2 A ... A pn) — q adalah tautologi.

Tabel 1.4 Aturan Inferensi Logika Propositional

Keterangan
Modus Ponens ‘ (p—qAp) ~q Afirmasi anteseden
Penyangkalan
Modus Toll A—q) &
odus Tofens (P=aA7g P konsekuen
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A T itivit
Silogisme Hipotesis (P=9A(q=1)) . ran§1 IV.I s
(p—1) implikasi
Silogisme Disjungtif  ((pvq) A ) =~ q Eliminasi disjungsi
Penyederhanaan (pAQ)-p Eliminasi konjungsi
Pengenalan
P b ~(pA
enggabungan p.q-(PAQ) Konjungsi

Sumber: Kleene, S.C. (2002)

Tabel 1.4 menunjukkan aturan-aturan inferensi logika
proposisional yang digunakan untuk menarik kesimpulan yang valid dari
satu atau lebih premis. Setiap aturan memiliki skema formal yang
menjelaskan bentuk hubungan antara premis dan konklusi, serta nama
khusus yang merepresentasikan pola penalarannya. Validitas setiap
aturan ditentukan oleh sifat implikasi logis yang menjamin bahwa
kebenaran premis akan selalu menghasilkan kebenaran konklusi.

Baris pertama, Modus Ponens, memiliki bentuk ((p — q) A p) -
g. Aturan ini menjelaskan bahwa jika implikasi “jika p maka q” benar,
dan p juga benar, maka q harus benar. Struktur ini disebut afirmasi
anteseden karena premis pertama menegaskan hubungan sebab-akibat,
sedangkan premis kedua memastikan bahwa kondisi sebab terpenuhi,
sehingga akibatnya pasti terjadi.

Baris kedua, Modus Tollens, dituliskan sebagai ((p — q) A —q) -
—p. Aturan ini menyatakan bahwa jika “jika p maka q” benar, tetapi q
ternyata salah, maka p harus salah. Pola ini disebut penyangkalan
konsekuen karena ketidakbenaran akibat (q) mengharuskan bahwa
penyebab (p) juga tidak mungkin benar.

Baris ketiga, Silogisme Hipotesis, berbentuk ((p — q) A (q — 1))
= (p — 1). Aturan ini menunjukkan bahwa jika p mengimplikasikan q
dan q mengimplikasikan r, maka secara logis p mengimplikasikan r. Ini
merepresentasikan konsep transitivitas implikasi, yaitu hubungan
berantai antarproposisi yang mempertahankan keterkaitan logisnya dari
awal hingga akhir.

Baris keempat, Silogisme Disjungtif, dituliskan sebagai ((p V q)
A ~p) ~ q. Aturan ini menjelaskan bahwa jika salah satu dari p atau q
benar, dan p diketahui salah, maka q harus benar. Struktur ini bekerja
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melalui eliminasi disjungsi, yaitu menghilangkan kemungkinan yang
tidak terpenuhi untuk menyisakan satu pilihan yang pasti benar.

Baris kelima, Penyederhanaan, berbentuk (p A q) - p. Aturan ini
menunjukkan bahwa jika p dan q sama-sama benar, maka salah satu
komponennya, yaitu p, dapat diambil sebagai kesimpulan yang sah. Hal
ini mencerminkan bahwa konjungsi mengandung masing-masing
komponennya sebagai bagian yang valid untuk diekstraksi.

Baris keenam, Penggabungan, dituliskan sebagai p, q = (p A q).
Aturan ini menjelaskan bahwa jika p benar dan q juga benar, maka
keduanya dapat digabungkan menjadi satu pernyataan konjungsi p A q.
Proses ini disebut pengenalan konjungsi karena membentuk pernyataan
gabungan dari dua premis yang telah terbukti benar.

Aturan-aturan inferensi ini menunjukkan bahwa penarikan
kesimpulan dalam logika proposisional mengikuti pola formal yang
ketat, sehingga setiap langkah argumentasi dapat diverifikasi
berdasarkan struktur logisnya tanpa bergantung pada isi semantik
pernyataan. Inferensi logis menjadi inti dari proses penalaran formal
yang menghubungkan premis dengan konklusi melalui aturan yang ketat
dan terdefinisi. Struktur inferensi tidak hanya berfungsi sebagai
mekanisme penarikan kesimpulan, tetapi juga sebagai sistem verifikasi
yang memastikan bahwa setiap langkah dalam argumen memiliki dasar
logis yang sah. Proses ini menjadikan logika proposisional sebagai alat
yang mampu mengubah sekumpulan pernyataan menjadi kesimpulan
yang dapat diuji validitasnya secara matematis. Kekuatan utama
inferensi logis terletak pada kemampuannya menjaga konsistensi antara
premis dan konklusi tanpa bergantung pada interpretasi semantik.

Argumen dalam logika formal dipandang sebagai struktur
deduktif yang terdiri dari hubungan antarproposisi. Premis berfungsi
sebagai input logis yang menyediakan informasi awal, sedangkan
konklusi berfungsi sebagai output yang dihasilkan melalui aturan
inferensi. Validitas argumen tidak ditentukan oleh kebenaran faktual
setiap premis secara terpisah, melainkan oleh bentuk hubungan logis
yang menghubungkan seluruh premis menuju konklusi. Struktur ini
menciptakan pemisahan yang jelas antara kebenaran semantik dan
kebenaran logis, di mana fokus utama berada pada struktur penalaran.

Definisi argumen valid menunjukkan bahwa validitas dapat
direduksi menjadi sifat tautologis dari suatu implikasi. Formula
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gabungan premis yang mengimplikasikan konklusi harus selalu bernilai
benar dalam semua kemungkinan interpretasi. Pendekatan ini
memberikan dasar formal untuk mengevaluasi argumen secara objektif.
Tidak ada ruang bagi ambiguitas karena setiap kemungkinan kombinasi
nilai kebenaran telah tercakup dalam analisis. Struktur ini menjadikan
logika proposisional sebagai sistem yang dapat diverifikasi secara
komputasional.

1. Modus Ponens dan Modus Tollens sebagai Dasar Inferensi
Logis

Modus ponens merupakan bentuk inferensi paling dasar dalam
logika deduktif yang menunjukkan bahwa jika suatu implikasi benar dan
bagian awalnya (anteseden) juga benar, maka kesimpulan (konsekuen)
pasti benar. Struktur ini mencerminkan hubungan sebab-akibat dalam
bentuk formal, di mana kebenaran tidak bergantung pada isi pernyataan,
melainkan pada pola relasinya. Dalam sistem komputasi, pola ini terlihat
jelas pada struktur kondisional seperti if~then, yang menjadi dasar
eksekusi program. Keberadaan modus ponens menunjukkan bahwa
penalaran manusia dapat diformalisasi menjadi aturan mekanis yang
dapat dijalankan oleh mesin. Sementara itu, modus tollens
memperkenalkan bentuk inferensi kontrapositif, di mana penyangkalan
terhadap konsekuen mengharuskan penyangkalan terhadap anteseden.
Struktur ini sangat penting dalam analisis sistem, terutama dalam proses
debugging, karena memungkinkan pelacakan kesalahan dari output yang
tidak sesuai menuju sumber penyebabnya. Kedua aturan ini menegaskan
bahwa validitas logika terletak pada konsistensi struktur, bukan isi.

2. Silogisme dan Pola Rantai Penalaran

Silogisme hipotesis memperluas konsep inferensi ke dalam
bentuk rantai logis yang lebih kompleks. Jika suatu pernyataan mengarah
ke pernyataan lain, dan pernyataan tersebut kembali mengarah ke
pernyataan berikutnya, maka hubungan langsung antara awal dan akhir
dapat disimpulkan secara sah. Struktur ini mencerminkan sifat transitif
dalam logika, yang menjadi dasar bagi sistem penalaran otomatis. Dalam
kecerdasan buatan, prinsip ini digunakan oleh mesin inferensi untuk
membangun jalur deduksi dari basis pengetahuan yang besar tanpa perlu
mengevaluasi ulang seluruh informasi. Selain itu, silogisme disjungtif
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menunjukkan mekanisme eliminasi dalam penalaran, di mana alternatif
yang salah dihapus hingga tersisa satu kemungkinan yang benar.
Pendekatan ini sangat efektif dalam situasi dengan pilihan terbatas,
seperti diagnosis medis atau pengambilan keputusan berbasis aturan.
Kedua bentuk silogisme ini memperlihatkan bahwa logika tidak hanya
bersifat linier, tetapi juga mampu membangun dan menyaring hubungan
kompleks secara sistematis.

3. Operasi Penyederhanaan dan Penggabungan dalam Logika

Dalam inferensi logis, penyederhanaan dan penggabungan
merupakan dua proses penting yang saling melengkapi. Penyederhanaan
memungkinkan pengambilan bagian tertentu dari suatu pernyataan
majemuk tanpa kehilangan validitas, sehingga informasi yang kompleks
dapat dipecah menjadi komponen yang lebih sederhana. Hal ini sangat
penting dalam analisis sistem besar, karena memungkinkan pemrosesan
informasi secara efisien. Sebaliknya, penggabungan memungkinkan
pembentukan struktur logika yang lebih kompleks dari beberapa
pernyataan sederhana yang telah terbukti benar. Prinsip ini
mencerminkan komposisionalitas dalam logika formal, di mana bagian-
bagian yang valid dapat digabungkan menjadi sistem yang lebih besar
tanpa mengorbankan konsistensi. Dalam sistem komputasi modern,
kedua proses ini digunakan secara bersamaan: penyederhanaan untuk
analisis, dan penggabungan untuk konstruksi solusi. Dengan demikian,
logika tidak hanya berfungsi sebagai alat analisis, tetapi juga sebagai alat
konstruksi dalam pengembangan sistem.

4. Sistem Inferensi Logis dan Aplikasinya dalam Komputasi
Seluruh aturan inferensi dalam logika proposisional membentuk
suatu sistem yang terintegrasi dan konsisten. Setiap aturan saling
melengkapi dan tidak berdiri sendiri, sehingga menghasilkan kerangka
penalaran yang stabil dan bebas kontradiksi. Validitas aturan-aturan ini
dapat dibuktikan melalui tabel kebenaran, yang menunjukkan bahwa
setiap inferensi memiliki dasar semantik yang kuat dan tidak bersifat
arbitrer. Dalam praktik, sistem inferensi ini menjadi fondasi dalam
pembuktian matematis, di mana setiap langkah harus mengikuti aturan
yang sah agar kesimpulan dapat diterima. Lebih jauh, dalam dunia
komputasi, aturan inferensi memungkinkan otomatisasi penalaran
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melalui sistem kecerdasan buatan berbasis aturan. Mesin dapat
menggunakan pola seperti modus ponens untuk menghasilkan
kesimpulan baru dari data yang tersedia tanpa intervensi manusia. Hal
ini menunjukkan bahwa algoritma pada dasarnya adalah rangkaian
inferensi logis yang mengubah input menjadi output. Konsistensi dalam
penerapan aturan ini menjamin bahwa sistem tidak menghasilkan
kontradiksi, sehingga keandalan dan integritas sistem tetap terjaga. Pada
akhirnya, inferensi logis menjadi jembatan antara cara berpikir manusia
dan mekanisme komputasi modern, sekaligus menjadi inti dari
perkembangan teknologi informasi.

E. Logika Predikat dan Kuantifikasi

Logika predikat (logika orde pertama) merupakan perluasan
logika propositional yang memungkinkan kita untuk membuat
pernyataan tentang objek-objek dan sifat-sifatnya. Logika ini jauh lebih
ekspresif dan merupakan fondasi dari sebagian besar matematika formal.
Logika predikat memperluas kemampuan logika proposisional yang
sebelumnya hanya menangani pernyataan sederhana. Pada logika ini,
pernyataan dapat melibatkan objek tertentu, sifat yang dimiliki objek,
serta hubungan antarobjek. Kemampuan tersebut membuat logika
predikat jauh lebih kaya dalam merepresentasikan ide. Pernyataan
”, atau hubungan antar entitas dapat dinyatakan

2 13

seperti “semua”, “ada
secara formal, sehingga memungkinkan analisis yang lebih mendalam.
Perannya menjadi sangat penting dalam matematika formal karena
banyak konsep matematika bergantung pada relasi dan sifat objek.
Logika predikat menyediakan kerangka yang mampu menggambarkan
struktur tersebut secara sistematis dan presisi.

Predikat adalah fungsi yang mengambil satu atau lebih argumen
dan menghasilkan proposisi. Misalnya, P(x) dapat merepresentasikan "x
adalah bilangan prima" dan Q(x,y) dapat merepresentasikan "x lebih
besar dari y." Predikat berperan sebagai bentuk umum dari suatu
pernyataan yang masih bergantung pada variabel. Predikat baru menjadi
proposisi yang utuh setelah argumen atau nilai tertentu dimasukkan ke
dalamnya. Contoh P(x) menunjukkan bahwa sifat “bilangan prima”
belum memiliki nilai kebenaran sebelum x ditentukan. Ketika x diganti
dengan angka tertentu, barulah dapat dinilai apakah pernyataan itu benar
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atau salah. Hal yang sama berlaku pada Q(x, y), yang menggambarkan
hubungan antara dua objek. Gagasan ini menunjukkan bahwa logika
tidak hanya membahas pernyataan statis, tetapi juga mampu
merepresentasikan pola umum yang dapat diterapkan pada berbagai
objek, sehingga analisis menjadi lebih fleksibel dan luas.

Definisi 1.8 (Kuantor Universal). Pernyataan bx P(x) (dibaca:
"untuk semua x, P(x)") bernilai benar jika dan hanya jika P(x)
bernilai benar untuk setiap elemen x dalam domain diskursus.
Definisi 1.9 (Kuantor Eksistensial). Pernyataan Fx P(x)
(dibaca: "terdapat x sehingga P(x)") bernilai benar jika dan hanya
jika terdapat paling sedikit satu elemen x dalam domain yang
membuat P(x) bernilai benar.

Negasi kuantor mengikuti aturan berikut, yang merupakan
generalisasi Hukum De Morgan:

* (Vx P(x)) =3x “P(x)

* —(Ix P(x)) = Vx “P(x)

1. Konsep Dasar Logika Predikat dan Perbedaannya dengan
Logika Proposisional

Logika predikat merupakan pengembangan dari logika
proposisional yang memperluas cakupan analisis dari sekadar
pernyataan sederhana menjadi representasi yang melibatkan objek, sifat,
relasi, dan kuantifikasi. Perluasan ini mengubah logika dari sistem yang
hanya mengevaluasi benar atau salah menjadi bahasa formal yang
mampu memodelkan struktur dunia yang kompleks. Dalam logika
proposisional, suatu pernyataan diperlakukan sebagai satu unit utuh
tanpa memperhatikan struktur internalnya. Sebaliknya, logika predikat
membongkar pernyataan tersebut menjadi komponen yang lebih kecil,
yaitu objek dan predikat, sehingga memungkinkan analisis yang lebih
mendalam. Predikat berfungsi sebagai kerangka abstrak yang
merepresentasikan sifat atau hubungan, sementara variabel mewakili
objek dalam domain tertentu. Ketika variabel diinstansiasi dengan objek
konkret, predikat berubah menjadi proposisi yang memiliki nilai
kebenaran. Dengan demikian, logika predikat memiliki sifat dinamis dan
lebih ekspresif dibandingkan logika proposisional.
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2. Struktur Predikat, Relasi, dan Domain Diskursus

Dalam logika predikat, predikat tidak hanya merepresentasikan
sifat tunggal, tetapi juga membentuk struktur matematis yang
memetakan objek ke nilai kebenaran. Misalnya, bentuk P(x)
menunjukkan bahwa suatu objek x memiliki sifat tertentu, sedangkan
relasi seperti Q(x, y) memperkenalkan hubungan antarobjek, seperti
kesetaraan, urutan, atau ketergantungan fungsional. Struktur relasional
ini menjadi dasar dalam berbagai cabang matematika seperti teori
himpunan, teori graf, dan aljabar. Keberadaan domain diskursus sangat
penting karena menentukan ruang lingkup objek yang dianalisis. Nilai
kebenaran suatu pernyataan tidak hanya bergantung pada bentuk
logikanya, tetapi juga pada domain yang digunakan. Perubahan domain
dapat mengubah interpretasi dan kebenaran suatu formula secara
signifikan. Oleh karena itu, logika predikat tidak hanya bersifat sintaksis,
tetapi juga sangat bergantung pada konteks semantik yang
mendasarinya.

3. Kuantor, Negasi, dan Ekspresivitas Logika Predikat

Kuantor merupakan elemen penting dalam logika predikat yang
memungkinkan generalisasi dan pernyataan keberadaan. Kuantor
universal (V) menyatakan bahwa suatu sifat berlaku untuk semua elemen
dalam domain, sedangkan kuantor eksistensial (3) menyatakan bahwa
terdapat setidaknya satu elemen yang memenuhi kondisi tertentu.
Perbedaan ini menunjukkan kemampuan logika predikat dalam
membedakan antara kebenaran universal dan parsial. Interaksi antara
kuantor dan negasi memperlihatkan struktur logika yang simetris,
sebagaimana ditunjukkan oleh aturan seperti ~(Vx P(x)) = 3x —P(x) dan
—(3x P(x)) = Vx —P(x). Aturan ini sangat penting dalam pembuktian
matematis, terutama dalam membantah klaim universal melalui
counterexample atau membuktikan ketiadaan melalui generalisasi
negatif. Kombinasi kuantor dan predikat memungkinkan representasi
konsep matematika yang kompleks seperti limit, kontinuitas, dan
konvergensi, sehingga menjadikan logika predikat sangat ekspresif dan
kuat secara formal.
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4. Aplikasi, Kompleksitas, dan Peran Logika Predikat dalam
Komputasi

Logika predikat memiliki peran yang sangat luas dalam
matematika dan ilmu komputer. Dalam teori pembuktian, struktur
kuantor digunakan untuk membangun argumen yang ketat dan bebas
ambiguitas. Dalam komputasi, logika predikat digunakan dalam sistem
pembuktian otomatis, basis data relasional, dan kecerdasan buatan
berbasis pengetahuan. Relasi dalam basis data dapat dipandang sebagai
predikat, sementara query merupakan evaluasi logika terhadap domain
tertentu. Dalam pemrograman logis seperti Prolog, program ditulis
sebagai kumpulan fakta dan aturan yang dieksekusi melalui inferensi
otomatis. Namun, kompleksitas logika predikat lebih tinggi
dibandingkan logika proposisional karena melibatkan domain yang
dapat bersifat tak terbatas. Evaluasi kuantor universal, misalnya, dapat
menjadi sangat kompleks secara komputasional. Bahkan, terdapat
batasan  fundamental seperti ketakterputuskan dan teorema
ketidaklengkapan dari Kurt Godel yang menunjukkan bahwa tidak
semua pernyataan dapat diputuskan secara algoritmik. Untuk mengatasi
kompleksitas 1ini, digunakan teknik seperti skolemization yang
mentransformasikan logika predikat ke bentuk yang lebih sederhana
tanpa kehilangan makna. Secara keseluruhan, logika predikat menjadi
fondasi utama dalam representasi pengetahuan dan penalaran formal,
serta berperan penting dalam pengembangan sistem komputasi modern
yang mampu berpikir secara logis dan sistematis.

Hubungan antara logika predikat dan teori himpunan sangat erat.
Kuantor universal dapat dipandang sebagai operasi irisan seluruh elemen
dalam domain, sedangkan kuantor eksistensial berkaitan dengan
keberadaan elemen dalam suatu himpunan. Struktur ini menunjukkan
bahwa logika predikat memiliki interpretasi himpunan yang kuat. Dalam
ilmu komputer, logika predikat digunakan dalam pemodelan basis data
relasional. Setiap relasi dalam basis data dapat direpresentasikan sebagai
predikat. Query dalam sistem basis data dapat dipandang sebagai
evaluasi logika predikat terhadap domain tertentu. Pendekatan ini
menjadi dasar dalam bahasa query seperti SQL. Logika predikat juga
menjadi dasar dalam kecerdasan buatan berbasis pengetahuan.
Representasi pengetahuan menggunakan predikat memungkinkan sistem
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untuk melakukan inferensi berdasarkan fakta yang tersedia. Struktur ini
digunakan dalam sistem pakar dan ontologi semantik.

Kompleksitas logika predikat lebih tinggi dibandingkan logika
proposisional karena melibatkan domain yang tidak terbatas. Evaluasi
kuantor universal memerlukan pemeriksaan terhadap seluruh elemen
dalam domain, yang dapat bersifat infinite. Hal ini membuat analisis
logika  predikat lebih  menantang  secara  komputasional.
Ketakterputuskan dalam logika predikat menunjukkan bahwa tidak
semua pernyataan dapat diputuskan kebenarannya secara algoritmik.
Teorema ketidaklengkapan Godel memperkuat fakta bahwa sistem
formal memiliki batasan dalam kemampuan inferensinya. Struktur ini
menunjukkan bahwa logika memiliki batas epistemologis. Transformasi
logika predikat ke dalam bentuk proposisional sering digunakan dalam
teknik komputasi seperti skolemization. Proses ini menghilangkan
kuantor eksistensial dengan memperkenalkan fungsi baru. Pendekatan
ini memungkinkan reduksi kompleksitas dalam analisis logika.

Skolemization menunjukkan bahwa struktur logika predikat
dapat dipetakan ke dalam bentuk yang lebih sederhana tanpa kehilangan
makna logis. Transformasi ini sangat penting dalam sistem pembuktian
otomatis dan teori model. Logika predikat juga memiliki hubungan erat
dengan teori model, yang mempelajari interpretasi struktur logis dalam
domain tertentu. Setiap formula logika predikat dapat dievaluasi dalam
model yang berbeda. Perbedaan model dapat menghasilkan nilai
kebenaran yang berbeda untuk formula yang sama. Struktur ini
menunjukkan bahwa logika predikat tidak hanya bersifat sintaksis, tetapi
juga semantik. Evaluasi kebenaran bergantung pada interpretasi model
yang digunakan. Pendekatan ini memberikan fleksibilitas dalam analisis
formal.

Penggunaan logika predikat dalam pemrograman logis seperti
Prolog menunjukkan penerapan langsung konsep ini dalam komputasi.
Program ditulis sebagai kumpulan fakta dan aturan, sedangkan eksekusi
dilakukan melalui proses inferensi otomatis. Pendekatan ini
menunjukkan bahwa komputasi dapat dipandang sebagai penalaran
formal. Logika predikat menjadi fondasi utama dalam pengembangan
sistem formal modern. Struktur ini memungkinkan representasi
pengetahuan yang kompleks dalam bentuk yang dapat diproses secara
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matematis. Konsistensi dan ekspresivitasnya menjadikan logika predikat
sebagai salah satu pilar utama dalam matematika dan ilmu komputer.

F. Metode Pembuktian Matematis

Pembuktian matematis adalah argumen logis yang menetapkan
kebenaran suatu teorema secara meyakinkan. Ada beberapa metode
pembuktian yang umum digunakan dalam matematika dan informatika.
Pembuktian matematis merupakan proses penalaran yang tersusun rapi
untuk memastikan suatu teorema benar secara pasti, bukan sekadar
dugaan atau hasil percobaan. Kebenaran yang dihasilkan bersifat kuat
karena didasarkan pada aturan logika yang ketat. Keberadaan berbagai
metode pembuktian menunjukkan bahwa satu kesimpulan dapat dicapai
melalui pendekatan yang berbeda. Setiap metode memiliki cara kerja dan
keunggulan tersendiri, tergantung pada bentuk permasalahan yang
dihadapi. Hal ini mencerminkan bahwa matematika dan informatika
tidak hanya menekankan hasil akhir, tetapi juga proses berpikir yang
sistematis, terstruktur, dan dapat diuji kebenarannya secara rasional.

1. Bukti Langsung

Untuk membuktikan implikasi p — q secara langsung, kita
mengasumsikan p benar, kemudian melalui serangkaian langkah logis
yang sah, menunjukkan bahwa q juga benar. Pembuktian langsung dalam
logika, yaitu dengan memulai dari asumsi bahwa p benar sebagai titik
awal. Asumsi ini bukan berarti p sudah terbukti, melainkan digunakan
sebagai dasar untuk menelusuri konsekuensinya. Langkah-langkah
berikutnya berupa rangkaian penalaran yang mengikuti aturan logika
secara ketat. Setiap tahap harus saling terhubung dan dapat
dipertanggungjawabkan, hingga akhirnya mencapai pernyataan q.
Pendekatan ini menunjukkan bahwa kebenaran q diperoleh dari
keterkaitannya dengan p melalui alur berpikir yang runtut, sehingga
hubungan implikasi antara keduanya dapat dibuktikan secara jelas.

Contoh 1.1. Buktikan bahwa jika n adalah bilangan bulat ganjil, maka
n? adalah bilangan bulat ganjil.

Bukti: Misalkan n ganjil. Maka terdapat bilangan bulat k sehingga: n =
2k + 1.
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Dengan demikian, n> = (2k + 1)> =4k* + 4k + 1 = 2(2k*> + 2k) + 1.
Karena 2k? + 2k adalah bilangan bulat, maka n*> = 2m + 1 dengan m =
2k? + 2k, sehingga n? adalah ganjil.

Bukti langsung merupakan metode paling dasar dalam
pembuktian matematis. Pendekatan ini mengikuti alur deduktif yang
dimulai dari asumsi awal dan bergerak secara linear menuju kesimpulan.
Struktur ini mencerminkan bentuk implikasi logis p — q yang dieksekusi
secara eksplisit. Setiap langkah dalam pembuktian harus dapat
diturunkan dari definisi, teorema sebelumnya, atau aturan logika yang
telah diketahui. Tidak ada langkah yang bersifat spekulatif atau intuitif
tanpa dasar formal.

Proses bukti langsung menunjukkan bahwa kebenaran suatu
pernyataan dapat dibangun secara konstruktif. Dalam contoh bilangan
ganjil, sifat definisi digunakan sebagai titik awal untuk membangun
argumen. Representasi n = 2k + 1 menjadi bentuk formal yang
memungkinkan manipulasi aljabar dilakukan secara sistematis.
Transformasi ini menunjukkan bahwa pembuktian matematis sering
melibatkan konversi antara representasi verbal dan representasi
simbolik. Ekspansi aljabar dalam pembuktian bilangan ganjil
menunjukkan bahwa struktur logika dapat dipadukan dengan operasi
matematika untuk menghasilkan kesimpulan yang valid. Setiap langkah
transformasi harus mempertahankan kesetaraan nilai, sehingga tidak
terjadi distorsi dalam penalaran. Struktur ini memperlihatkan integrasi
antara aljabar dan logika dalam satu kerangka pembuktian yang
konsisten.

Bukti langsung sangat efektif ketika hubungan antara premis dan
kesimpulan bersifat eksplisit. Struktur ini memungkinkan verifikasi
setiap langkah secara transparan. Ketika setiap transformasi dapat
ditelusuri kembali ke definisi atau aturan dasar, validitas pembuktian
menjadi kuat. Pendekatan ini sering digunakan dalam pembuktian sifat-
sifat dasar dalam teori bilangan, aljabar, dan analisis matematika.

2. Bukti dengan Kontradiksi

Untuk membuktikan proposisi p, kita mengasumsikan —p benar,
kemudian menunjukkan bahwa asumsi ini mengarah pada kontradiksi
logis, sehingga p harus benar. Pembuktian tidak langsung yang dikenal
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sebagai reductio ad absurdum. Prosesnya dimulai dengan menganggap
kebalikan dari pernyataan yang ingin dibuktikan, yaitu —p, sebagai
benar. Dari asumsi tersebut, dilakukan penelusuran logis hingga muncul
pertentangan, baik dengan fakta yang telah diterima maupun dengan
aturan logika itu sendiri. Munculnya kontradiksi menunjukkan bahwa
asumsi awal tidak dapat dipertahankan. Situasi ini mengarah pada
penerimaan bahwa p adalah benar, karena satu-satunya alternatif, yaitu
—p, terbukti tidak konsisten.

Contoh 1.2. Buktikan bahwa \2 adalah bilangan irasional.

Bukti: Asumsikan V2 rasional. Maka V2 = a/b untuk a, b bilangan bulat,
b # 0, dan gcd(a,b) = 1 (pecahan dalam bentuk paling sederhana).

Maka 2 = a?/b?, sehingga a> = 2b>.

Ini berarti a> genap, sehingga a genap (karena kuadrat bilangan ganjil
adalah ganjil).

Tulis a = 2¢, maka 4c? = 2b?, atau b® = 2¢?, sehingga b genap.

Tetapi jika a dan b keduanya genap, maka gecd(a,b) > 2, kontradiksi
dengan asumsi gcd(a,b) = 1. Dengan demikian \2 irasional.

Bukti dengan kontradiksi memperkenalkan pendekatan tidak
langsung dalam pembuktian matematis. Metode ini berangkat dari
asumsi kebalikan dari pernyataan yang ingin dibuktikan. Asumsi
tersebut kemudian digunakan sebagai dasar untuk menurunkan
konsekuensi logis. Ketika konsekuensi tersebut bertentangan dengan
fakta yang telah diketahui atau dengan prinsip logika dasar, maka asumsi
awal dianggap salah.

Struktur reductio ad absurdum menunjukkan bahwa kebenaran
suatu pernyataan dapat dibuktikan melalui eliminasi kemungkinan yang
tidak konsisten. Pendekatan ini sangat kuat karena tidak memerlukan
konstruksi langsung dari kebenaran, tetapi cukup menunjukkan bahwa
kebalikannya tidak mungkin benar. Logika ini mencerminkan prinsip
eksklusi dalam sistem formal, di mana hanya satu dari dua kemungkinan
yang dapat diterima.

Contoh pembuktian irasionalitas V2 menunjukkan penggunaan
kontradiksi secara efektif. Asumsi bahwa V2 dapat dinyatakan sebagai
pecahan sederhana menjadi titik awal analisis. Transformasi aljabar
kemudian menghasilkan kesimpulan bahwa kedua bilangan pembentuk
pecahan tersebut harus genap. Kondisi ini bertentangan dengan asumsi
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awal bahwa pecahan berada dalam bentuk paling sederhana. Kontradiksi
ini menunjukkan bahwa asumsi awal tidak valid.

Struktur kontradiksi dalam pembuktian ini memperlihatkan
bahwa sifat bilangan dapat digunakan untuk mengungkap inkonsistensi
logis. Penggunaan sifat genap dan ganjil menjadi alat analisis yang kuat
dalam membuktikan ketakterhinggaan atau ketakteraturan suatu
bilangan. Pendekatan ini menunjukkan bahwa kontradiksi tidak hanya
bersifat abstrak, tetapi juga memiliki dasar aritmetika yang konkret.
Metode kontradiksi sering digunakan dalam pembuktian eksistensi atau
ketidakmungkinan suatu objek matematis. Ketika konstruksi langsung
sulit dilakukan, pendekatan tidak langsung memberikan alternatif yang
lebih efektif. Struktur ini menjadikan kontradiksi sebagai alat utama
dalam banyak cabang matematika modern.

3. Induksi Matematika

Induksi matematika adalah teknik pembuktian yang digunakan
untuk membuktikan pernyataan tentang semua bilangan bulat non-
negatif (atau bilangan bulat yang lebih besar dari suatu nilai tertentu).
Induksi matematika merupakan cara untuk membuktikan kebenaran
suatu pernyataan yang berlaku pada banyak bilangan, khususnya
bilangan bulat dalam rentang tertentu. Pendekatan ini tidak memeriksa
setiap bilangan satu per satu, tetapi menggunakan pola yang berulang.
Prosesnya biasanya dimulai dari langkah dasar, yaitu menunjukkan
bahwa pernyataan benar untuk nilai awal. Setelah itu, dibuktikan bahwa
jika pernyataan berlaku pada suatu bilangan, maka pernyataan tersebut
juga berlaku untuk bilangan berikutnya. Melalui pola berantai ini,
kebenaran pernyataan menjalar ke seluruh bilangan dalam cakupan yang
dimaksud, sehingga tidak perlu melakukan pembuktian secara individual
untuk setiap nilai.

Prinsip Induksi Matematika menyatakan: untuk membuktikan Vn
> no, P(n), kita perlu:

1. Basis Induksi: Buktikan P(no) benar.
2. Langkah Induksi: Asumsikan P(k) benar (hipotesis induksi), lalu

buktikan P(k+1) benar.

Induksi matematika memperkenalkan pendekatan pembuktian
berbasis struktur berurutan. Metode ini sangat efektif untuk
membuktikan pernyataan yang berlaku pada seluruh bilangan bulat
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dalam domain tertentu. Struktur induksi mencerminkan konsep rekurensi
dalam matematika, di mana kebenaran suatu kasus bergantung pada
kasus sebelumnya. Basis induksi berfungsi sebagai titik awal validasi.
Pembuktian bahwa pernyataan benar untuk nilai awal memastikan
bahwa rantai induksi memiliki dasar yang sah. Tanpa basis yang benar,
seluruh struktur induksi kehilangan validitasnya. Langkah ini
menunjukkan bahwa setiap sistem berurutan harus memiliki titik awal
yang terdefinisi dengan jelas.

Langkah induksi menunjukkan bahwa kebenaran suatu
pernyataan dapat diwariskan dari satu kasus ke kasus berikutnya. Asumsi
bahwa P(k) benar digunakan untuk membuktikan P(k+1). Struktur ini
menciptakan mekanisme propagasi kebenaran sepanjang domain
bilangan. Jika kedua langkah terpenuhi, maka kebenaran berlaku untuk
seluruh domain. Induksi matematika memiliki hubungan erat dengan
prinsip rekursi dalam ilmu komputer. Banyak algoritma menggunakan
struktur rekursif yang mengikuti pola yang sama dengan induksi. Fungsi
rekursif bergantung pada kondisi dasar dan pemanggilan diri, yang
mencerminkan hubungan antara basis dan langkah induksi.

Aksioma Peano memberikan dasar formal bagi validitas induksi
matematika. Aksioma ini menyatakan bahwa setiap bilangan asli
memiliki penerus dan bahwa tidak ada siklus dalam urutan bilangan.
Struktur ini menjamin bahwa proses induksi dapat berjalan tanpa batas
dalam domain bilangan asli. Fondasi ini memastikan bahwa induksi
bukan hanya teknik heuristik, tetapi metode pembuktian yang sah secara
logis.

Hubungan antara ketiga metode pembuktian menunjukkan
bahwa logika matematis memiliki fleksibilitas struktural dalam
mencapai  kebenaran. Bukti langsung memberikan pendekatan
konstruktif, kontradiksi memberikan pendekatan eliminatif, dan induksi
memberikan pendekatan berurutan. Ketiganya saling melengkapi dalam
membentuk sistem pembuktian yang lengkap. Pembuktian matematis
bergantung pada konsistensi penggunaan aturan logika. Setiap langkah
harus dapat direduksi ke bentuk yang dapat diverifikasi secara formal.
Tidak ada ruang bagi asumsi yang tidak terdefinisi. Struktur ini
menjadikan pembuktian sebagai proses yang dapat diuji secara objektif.

Pembuktian matematis juga berperan dalam pengembangan teori
formal dalam informatika. Algoritma, struktur data, dan sistem

Buku Referensi 45



komputasi sering divalidasi menggunakan metode pembuktian formal.
Pendekatan ini memastikan bahwa sistem yang dibangun memiliki sifat
yang dapat dijamin kebenarannya. Verifikasi formal dalam ilmu
komputer menggunakan prinsip yang sama dengan pembuktian
matematis. Sistem diuji terhadap spesifikasi formal untuk memastikan
tidak adanya kesalahan logis. Pendekatan ini sangat penting dalam
sistem kritis yang membutuhkan tingkat keandalan tinggi.

Struktur pembuktian juga mencerminkan hubungan antara
sintaksis dan semantik dalam logika formal. Sintaksis mengatur bentuk
ekspresi, sedangkan semantik menentukan makna dan nilai kebenaran.
Pembuktian memastikan bahwa kedua aspek tersebut konsisten satu
sama lain. Penggunaan berbagai metode pembuktian menunjukkan
bahwa kebenaran matematis dapat dicapai melalui berbagai jalur logis.
Fleksibilitas ini tidak mengurangi ketepatan, tetapi justru memperkaya
struktur penalaran. Setiap metode memberikan perspektif berbeda
terhadap permasalahan yang sama.

Pembuktian matematis menjadi dasar dalam pengembangan ilmu
pengetahuan formal. Struktur ini memungkinkan pembangunan teori
yang dapat diuji, diverifikasi, dan dikembangkan secara sistematis.
Konsistensi dalam metode pembuktian menjadikan matematika sebagai
sistem pengetahuan yang stabil dan dapat diandalkan. Peran pembuktian
dalam informatika menunjukkan bahwa logika bukan hanya alat teoritis,
tetapi juga komponen praktis dalam rekayasa sistem. Setiap sistem yang
kompleks membutuhkan dasar pembuktian untuk memastikan keandalan
dan kebenarannya. Struktur ini menjadikan pembuktian sebagai
jembatan antara teori dan implementasi.
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BAB Il
TEORI HIMPUNAN DAN RELASI

Teori himpunan adalah bahasa universal matematika modern.
Hampir setiap struktur matematis, mulai dari bilangan hingga ruang
topologi, dapat didefinisikan dalam kerangka teori himpunan. Dalam
informatika, teori himpunan mendasari konsep-konsep seperti tipe data,
basis data relasional, dan spesifikasi formal perangkat lunak. Himpunan
berfungsi sebagai dasar yang menyatukan berbagai cabang matematika.
Beragam objek dan konsep, seperti bilangan maupun struktur yang lebih
abstrak, dapat dijelaskan melalui himpunan dan relasi antar elemennya.
Perannya tidak hanya terbatas pada ranah teori. Dalam informatika,
konsep himpunan menjadi landasan untuk memahami bagaimana data
diorganisasi dan dikelola. Tipe data dapat dipandang sebagai kumpulan
nilai, basis data relasional memanfaatkan relasi antar himpunan, dan
spesifikasi  formal menggunakan pendekatan serupa untuk
mendefinisikan sistem secara jelas. Gagasan ini menunjukkan bahwa
teori himpunan menyediakan kerangka berpikir yang umum dan
fleksibel, sehingga dapat digunakan untuk menjelaskan berbagai struktur
secara konsisten di bidang matematika dan komputasi.

1. Perkembangan Historis dan Fondasi Aksiomatik

Teori himpunan modern dikembangkan oleh Georg Cantor pada
akhir abad ke-19. Meskipun teori naif Cantor kemudian menemukan
paradoks (seperti Paradoks Russell, 1901), formalisasi axiomatik oleh
Zermelo (1908) dan Fraenkel memberikan fondasi yang kokoh. Sistem
aksiomatik Zermelo-Fraenkel dengan Aksioma Pilihan (ZFC) hingga
saat ini merupakan sistem fondasi matematika yang paling banyak
diterima. Perkembangan teori himpunan dari tahap awal hingga menjadi
fondasi yang lebih kuat. Georg Cantor memperkenalkan konsep dasar
yang membuka cara baru dalam memahami himpunan dan tak hingga,
namun pendekatan awalnya masih bersifat intuitif sehingga
memunculkan persoalan seperti paradoks Russell. Munculnya paradoks
menunjukkan adanya kelemahan dalam kerangka awal, sehingga
diperlukan penyusunan ulang yang lebih ketat. Zermelo dan Fraenkel
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kemudian merumuskan pendekatan aksiomatik, yaitu menetapkan aturan
dasar yang jelas untuk menghindari kontradiksi. Sistem Zermelo-
Fraenkel yang dilengkapi dengan Aksioma Pilihan menjadi kerangka
yang stabil dan luas digunakan. Keberadaannya memberi dasar yang
konsisten bagi berbagai cabang matematika dalam membangun teori dan
pembuktian. Perkembangan teori himpunan menunjukkan perubahan
mendasar dalam cara matematika memandang objek abstrak. Himpunan
tidak hanya dipahami sebagai kumpulan elemen, tetapi sebagai struktur
formal yang dapat menjadi dasar seluruh konstruksi matematis. Setiap
objek matematika dapat direpresentasikan sebagai himpunan atau
elemen dari suatu himpunan, sehingga teori ini memiliki posisi sebagai
bahasa dasar dalam matematika modern. Struktur ini memungkinkan
penyatuan berbagai konsep yang sebelumnya terpisah menjadi satu
kerangka yang konsisten.

2. Struktur Dasar Himpunan: Keanggotaan, Operasi dan Relasi
Konsep keanggotaan menjadi elemen fundamental dalam teori
himpunan. Relasi “€” tidak hanya menyatakan keberadaan suatu elemen
dalam himpunan, tetapi juga membentuk dasar logika internal dari
struktur matematika. Setiap pernyataan tentang himpunan pada akhirnya
dapat direduksi menjadi pernyataan tentang keanggotaan. Pendekatan ini
memberikan kesederhanaan struktural dalam analisis matematis karena
semua hubungan kompleks dapat diuraikan menjadi relasi dasar ini.
Hubungan antara himpunan dan logika proposisional sangat erat
karena setiap himpunan dapat direpresentasikan melalui predikat
karakteristik. Fungsi indikator yang menyatakan apakah suatu elemen
berada dalam himpunan tertentu menciptakan jembatan antara teori
himpunan dan logika formal. Representasi ini memungkinkan
penggunaan metode logika untuk menganalisis sifat himpunan secara
sistematis. Struktur ini memperlihatkan bahwa teori himpunan dan
logika saling melengkapi dalam membentuk fondasi matematika.
Operasi dasar pada himpunan seperti gabungan, irisan, dan
komplemen memiliki analogi langsung dengan operator logika.
Gabungan himpunan berkaitan dengan disjungsi, irisan berkaitan dengan
konjungsi, sedangkan komplemen berkaitan dengan negasi.
Korespondensi ini menunjukkan bahwa operasi himpunan dapat
dipahami sebagai ekstensi dari logika proposisional. Hubungan ini
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memperkuat posisi teori himpunan sebagai bahasa universal dalam
matematika.

a. Gabungan himpunan merepresentasikan pengumpulan elemen dari
dua himpunan atau lebih ke dalam satu struktur baru. Sifat ini
mencerminkan konsep inklusivitas dalam logika. Setiap elemen
yang berada dalam salah satu himpunan akan menjadi bagian dari
hasil gabungan. Struktur ini digunakan dalam berbagai aplikasi
komputasi seperti penggabungan dataset dan pengelolaan
informasi.

b. Irisan himpunan menunjukkan konsep keterkaitan yang lebih ketat.
Hanya elemen yang terdapat pada semua himpunan yang terlibat
yang akan menjadi bagian dari hasil irisan. Struktur ini
mencerminkan konsep konjungsi dalam logika proposisional.
Dalam sistem basis data, operasi ini digunakan untuk menemukan
data yang memenuhi beberapa kondisi sekaligus.

c. Komplemen himpunan menunjukkan elemen yang tidak termasuk
dalam suatu himpunan terhadap semesta pembicaraan. Konsep ini
berkaitan langsung dengan negasi dalam logika. Struktur ini
memungkinkan analisis terhadap ruang kemungkinan yang tidak
memenuhi kondisi tertentu. Komplemen sering digunakan dalam
analisis probabilitas dan teori informasi.

Relasi sebagai bagian dari teori himpunan memperluas
kemampuan representasi dengan memperkenalkan hubungan antar
elemen. Relasi dapat dipandang sebagai himpunan pasangan terurut yang
merepresentasikan hubungan tertentu antara dua objek. Struktur ini
memungkinkan pemodelan berbagai fenomena seperti urutan,
kesetaraan, dan hubungan fungsional. Relasi biner menjadi bentuk
paling dasar dalam analisis hubungan antar elemen. Setiap relasi biner
adalah subset dari hasil perkalian Kartesius dua himpunan. Struktur ini
memungkinkan representasi formal dari hubungan yang lebih kompleks.
Dalam informatika, relasi biner menjadi dasar dalam desain basis data
relasional.

Sifat-sifat relasi seperti refleksif, simetris, antisimetri, dan
transitif memberikan karakterisasi struktural yang penting. Relasi
refleksif menunjukkan bahwa setiap elemen berhubungan dengan
dirinya sendiri. Relasi simetris menunjukkan bahwa hubungan bersifat
dua arah. Relasi antisimetri menunjukkan bahwa hubungan hanya
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berlaku dalam satu arah tertentu. Relasi transitif menunjukkan bahwa
hubungan dapat diperluas melalui perantara.

Relasi ekuivalensi merupakan relasi yang memenuhi sifat
refleksif, simetris, dan transitif secara bersamaan. Struktur ini
membentuk partisi terhadap suatu himpunan, di mana elemen-elemen
dikelompokkan ke dalam kelas ekuivalensi. Konsep ini sangat penting
dalam klasifikasi objek matematis dan struktur data. Relasi urutan
memperkenalkan struktur hierarkis dalam himpunan. Relasi ini
memungkinkan pembentukan struktur seperti urutan parsial dan total.
Urutan parsial tidak mengharuskan semua elemen dapat dibandingkan,
sedangkan urutan total memberikan perbandingan untuk semua elemen.
Struktur ini menjadi dasar dalam teori graf dan struktur data seperti
pohon.

Fungsi sebagai jenis khusus relasi menunjukkan hubungan
deterministik antara elemen domain dan kodomain. Setiap elemen
domain dipetakan ke tepat satu elemen kodomain. Struktur ini menjadi
dasar dalam hampir semua aspek matematika dan informatika. Fungsi
memungkinkan transformasi data secara sistematis. Komposisi fungsi
memperluas kemampuan transformasi dengan menggabungkan beberapa
fungsi menjadi satu operasi. Struktur ini mencerminkan konsep
modularitas dalam komputasi. Setiap fungsi dapat dipandang sebagai
unit independen yang dapat digabungkan untuk membentuk proses yang
lebih kompleks. Relasi invers menunjukkan hubungan kebalikan dari
suatu relasi. Struktur ini memberikan perspektif alternatif terhadap
hubungan antar elemen. Dalam fungsi, relasi invers hanya ada jika fungsi
tersebut bersifat bijektif. Konsep ini penting dalam transformasi data dan
pemetaan informasi.

Teori himpunan juga menjadi dasar dalam pembentukan
bilangan. Sistem bilangan dapat direpresentasikan sebagai konstruksi
himpunan bertingkat, di mana bilangan natural menjadi dasar bagi
bilangan bulat, rasional, dan real. Pendekatan ini menunjukkan bahwa
seluruh struktur bilangan dapat dibangun dari konsep himpunan murni.
Paradoks dalam teori himpunan naif menunjukkan pentingnya
formalisasi aksiomatik. Paradoks Russell memperlihatkan bahwa tanpa
batasan yang jelas, definisi himpunan dapat menghasilkan kontradiksi.
Hal ini mendorong pengembangan sistem aksiomatik yang lebih ketat.
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Sistem Zermelo-Fraenkel memberikan kerangka formal yang
menghindari paradoks melalui pembatasan dalam pembentukan
himpunan. Aksioma-aksioma yang ditetapkan mengatur bagaimana
himpunan dapat dibentuk dan dioperasikan. Struktur ini memastikan
konsistensi dalam seluruh sistem matematika modern. Aksioma pilihan
memperkenalkan kemampuan untuk memilih elemen dari kumpulan
himpunan tanpa aturan eksplisit. Prinsip ini memiliki implikasi luas
dalam matematika, termasuk dalam teori urutan dan analisis. Meskipun
kontroversial secara filosofis, aksioma ini sangat penting dalam banyak
hasil matematis.

3. Aplikasi, Ekstensi dan Peran Teori Himpunan dalam
Komputasi Modern

Hubungan antara teori himpunan dan logika formal sangat kuat
karena setiap konsep dalam himpunan dapat direduksi menjadi
pernyataan logis. Struktur ini memungkinkan penggunaan metode logika
untuk membuktikan sifat-sifat himpunan. Pendekatan ini menjadikan
teori himpunan sebagai dasar epistemologis matematika. Dalam
informatika, teori himpunan menjadi dasar dalam desain basis data
relasional. Tabel dalam basis data dapat dipandang sebagai himpunan
tuple. Operasi query seperti seleksi, proyeksi, dan join merupakan
implementasi langsung dari operasi himpunan. Struktur ini menunjukkan
hubungan langsung antara teori dan implementasi. Struktur data dalam
pemrograman juga sangat dipengaruhi oleh teori himpunan. List, set, dan
map dapat dipandang sebagai implementasi dari konsep himpunan dan
relasi. Pendekatan ini memberikan dasar formal dalam desain struktur
data yang efisien.

Teori himpunan juga digunakan dalam spesifikasi formal sistem
perangkat lunak. Sistem dapat dimodelkan sebagai himpunan keadaan
dan transisi antar keadaan. Pendekatan ini memungkinkan analisis
formal terhadap perilaku sistem. Relasi transisi dalam sistem komputasi
mencerminkan perubahan keadaan dalam waktu. Struktur ini menjadi
dasar dalam automata dan teori bahasa formal. Setiap transisi dapat
dipandang sebagai relasi antara dua keadaan dalam sistem. Graf sebagai
representasi relasi memperluas kemampuan visualisasi struktur
hubungan. Node merepresentasikan elemen, sedangkan edge
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merepresentasikan relasi. Struktur ini sangat penting dalam analisis
jaringan dan algoritma.

Teori himpunan memberikan kerangka yang konsisten untuk
mengintegrasikan  berbagai cabang matematika. Kesatuan ini
menjadikan teori himpunan sebagai fondasi universal yang
memungkinkan pembangunan sistem formal yang kompleks namun
terstruktur. Konsistensi dalam teori himpunan memastikan bahwa
seluruh struktur matematika dapat dibangun tanpa kontradiksi internal.
Pendekatan aksiomatik memberikan dasar yang kuat untuk
pengembangan teori lebih lanjut. Struktur ini menjadikan teori himpunan
sebagai pilar utama dalam matematika modern dan informatika teoretis.

A. Himpunan dan Operasi Dasar

Definisi 2.1 (Himpunan). Sebuah himpunan adalah kumpulan
objek-objek yang terdefinisi dengan baik, yang disebut anggota
atau elemen himpunan tersebut. Kita tulis a € A jika a adalah
anggota himpunan A, dan a € A jika sebaliknya.

Himpunan-himpunan bilangan yang sering digunakan dalam
informatika:

« N={0,1, 2,3, ..} : Himpunan bilangan asli (natural

numbers)

s Z=4{..,-2,-1,0, 1,2, ...} : Himpunan bilangan bulat

* Q={p/q:p,q € Z,q#0} : Himpunan bilangan rasional

* R : Himpunan bilangan real

* C: Himpunan bilangan kompleks

Tabel 2.1 Operasi Dasar Himpunan

Operasi Notasi Definisi
Gabungan (Union) AUB {x|x € A atau x € B}
Irisan (Intersection) ANB {x|x € A danx € B}
Selisih (Difference) A—-B {x|x € Adanx & B}

Komplemen Ac atau A {(xeU|x¢A}
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Beda Simetris ABSB {x | x € AAB tetapi bukan
keduanya}

Himpunan Kuasa P(A) {B|B < A} (semua
himpunan bagian A)

Sumber: Halmos, P.R. (1960)

Tabel 2.1 menyajikan operasi dasar dalam teori himpunan yang
menjadi fondasi penting dalam matematika diskret dan informatika.
Setiap operasi menggambarkan cara tertentu untuk membentuk
himpunan baru berdasarkan hubungan antar elemen dari himpunan yang
diberikan. Notasi yang digunakan bersifat formal untuk memastikan
ketepatan dalam mendefinisikan setiap operasi.

Baris pertama, gabungan (union) dengan notasi A U B,
menyatakan himpunan yang berisi semua elemen yang berada di A atau
di B. Definisi {x | x € A atau x € B} menunjukkan bahwa suatu elemen
akan masuk ke dalam hasil gabungan jika minimal berada pada salah satu
himpunan. Tidak ada elemen yang dihilangkan selama elemen tersebut
termasuk dalam salah satu himpunan asal.

Baris kedua, irisan (intersection) dengan notasi A N B,
menghasilkan himpunan yang hanya berisi elemen yang berada pada A
dan juga pada B. Definisi {x | x € A dan x € B} menegaskan bahwa
keanggotaan suatu elemen dalam hasil irisan mensyaratkan pemenuhan
dua kondisi sekaligus. Elemen yang hanya berada pada salah satu
himpunan tidak termasuk dalam hasil operasi ini.

Baris ketiga, selisih (difference) dengan notasi A — B,
menunjukkan himpunan elemen yang berada di A tetapi tidak berada di
B. Definisi {x | x € A dan x € B} memperjelas bahwa operasi ini
mengeliminasi semua elemen A yang juga terdapat dalam B, sehingga
hanya menyisakan elemen unik milik A terhadap B.

Baris keempat, komplemen (complement) dengan notasi A¢ atau
A, bergantung pada semesta U. Definisi {x € U | x € A} menunjukkan
bahwa komplemen berisi seluruh elemen dalam semesta pembicaraan
yang tidak termasuk dalam A. Dengan demikian, hasil operasi ini sangat
bergantung pada definisi semesta U yang digunakan.

Baris kelima, beda simetris (symmetric difference) dengan notasi
A © B, menghasilkan himpunan elemen yang berada di A atau di B,
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tetapi tidak berada pada keduanya sekaligus. Secara konsep, operasi ini
menggabungkan elemen unik dari masing-masing himpunan sambil
menghapus elemen yang menjadi irisan keduanya.

Baris keenam, himpunan kuasa (power sef) dengan notasi g(A),
menyatakan himpunan yang berisi semua kemungkinan subset dari A,
termasuk himpunan kosong dan A itu sendiri. Definisi {B | B € A}
menunjukkan bahwa setiap himpunan yang mungkin dibentuk dari
elemen A menjadi anggota baru dalam @(A), sehingga jumlah
elemennya meningkat secara eksponensial terhadap ukuran A.

Operasi-operasi ini memperlihatkan bahwa teori himpunan
menyediakan mekanisme formal untuk membentuk, menggabungkan,
dan memanipulasi kumpulan objek secara sistematis, sehingga menjadi
dasar penting dalam struktur matematika dan penerapannya di bidang
informatika.

Hukum-Hukum Aljabar Himpunan

Himpunan beserta operasinya memenuhi berbagai hukum aljabar
yang analogi dengan hukum-hukum dalam logika propositional.
Korespondensi ini merupakan manifestasi dari dualitas yang dalam
antara logika dan teori himpunan. Operasi pada himpunan, seperti
gabungan, irisan, dan komplemen, mengikuti pola aturan yang sejalan
dengan operasi dalam logika proposisional. Kesamaan ini membuat
keduanya dapat dipahami melalui struktur yang serupa, meskipun berada
pada ranah yang berbeda. Hubungan tersebut mencerminkan adanya
keterkaitan yang mendalam antara cara berpikir logis dan cara mengelola
himpunan. Operasi logika seperti “dan”, “atau”, dan “tidak” memiliki
padanan langsung dalam operasi himpunan, sehingga konsep dari satu
bidang dapat diterjemahkan ke bidang lainnya. Gagasan ini
memperlihatkan bahwa logika dan teori himpunan tidak berdiri terpisah,
melainkan saling terhubung melalui prinsip yang sama, yang
memperkuat pemahaman terhadap keduanya secara lebih menyeluruh.
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Tabel 2.2 Identitas Aljabar Himpunan

Identitas Nama Hukum

AUB=BUA, ANB=BNA Komutatif
(AUB)UC=AU(BUC), Asosiatif
(ANB)NC=AN(BNC)

ANBUC)=(ANB)U(ANC) Distributif (N terhadap V)
(AUB)c=Ac¢N Be De Morgan |
(ANB)°= Ac U B¢ De Morgan II

AUP=A ANU=A Identitas
AUA=U, ANA*=0 Komplemen

Sumber: Enderton, H.B. (1977)

Tabel 2.2 memuat identitas-identitas dasar dalam aljabar
himpunan yang menunjukkan aturan formal dalam pengoperasian
himpunan. Setiap hukum pada tabel ini menggambarkan kesetaraan dua
bentuk ekspresi himpunan yang memiliki hasil yang sama meskipun
ditulis dengan susunan operasi yang berbeda. Kesetaraan ini penting
karena memungkinkan penyederhanaan ekspresi himpunan tanpa
mengubah maknanya.

a. Baris pertama menunjukkan hukum komutatif, yaitu A U B=B U
A dan A N B =B N A. Hukum ini menyatakan bahwa urutan dua
himpunan tidak memengaruhi hasil operasi gabungan maupun
irisan. Dalam gabungan, elemen yang berada di A atau B tetap sama
meskipun urutannya dibalik, demikian pula pada irisan, karena
keanggotaan elemen tidak bergantung pada urutan himpunan.
Struktur ini mencerminkan sifat simetri dalam operasi himpunan.
Ketidakbergantungan terhadap urutan memberikan fleksibilitas
dalam manipulasi ekspresi himpunan. Dalam logika, hal ini setara
dengan sifat komutatif operator “dan” dan “atau”.

b. Baris kedua menggambarkan hukum asosiatif, yaitu (A U B) U C =
AuBuUCdamANB NC=ANMBN C). Hukum ini
menjelaskan bahwa pengelompokan himpunan dalam operasi
bertingkat tidak mengubah hasil akhir. Baik penggabungan maupun
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irisan dapat dilakukan secara berurutan tanpa memperhatikan
bagaimana pasangan himpunan dikelompokkan terlebih dahulu.
Struktur ini memungkinkan penyederhanaan ekspresi kompleks
tanpa kehilangan makna. Dalam implementasi komputasi, sifat ini
memungkinkan optimasi evaluasi ekspresi logis dan set.

Baris ketiga menunjukkan hukum distributif, yaitu A N (B U C) =
(A N B) U (A N C). Hukum ini menjelaskan bahwa operasi irisan
dapat didistribusikan terhadap gabungan. Artinya, elemen yang
berada di A dan juga berada di B atau C dapat dipisahkan menjadi
dua bagian, yaitu irisan A dengan B dan irisan A dengan C, lalu
digabungkan kembali. Hukum distributif memperlihatkan interaksi
antara dua operasi utama himpunan. Operasi irisan dapat
didistribusikan terhadap gabungan, menciptakan struktur yang lebih
sederhana untuk analisis. Hubungan ini menunjukkan bahwa operasi
himpunan tidak berdiri sendiri, tetapi saling terhubung dalam
struktur aljabar yang konsisten.

. Baris keempat memuat Hukum De Morgan pertama, yaitu (A U B)°
= A¢ N B¢. Hukum ini menyatakan bahwa komplemen dari gabungan
dua himpunan sama dengan irisan dari komplemen masing-masing
himpunan. Secara makna, elemen yang tidak berada di A atau B
adalah elemen yang tidak berada di A sekaligus tidak berada di B.
Baris kelima menunjukkan Hukum De Morgan kedua, yaitu (A N
B)¢= A¢ U B¢. Hukum ini menjelaskan bahwa komplemen dari irisan
dua himpunan setara dengan gabungan komplemen masing-masing
himpunan. Dengan kata lain, elemen yang tidak berada pada
keduanya berarti elemen tersebut tidak berada di A atau tidak berada
di B. Hukum De Morgan menunjukkan dualitas antara operasi
gabungan dan irisan melalui operasi komplemen. Struktur ini
memperlihatkan hubungan simetris antara logika positif dan negatif.
Transformasi ini sangat penting dalam penyederhanaan ekspresi
logika dan desain rangkaian digital.

Baris keenam memuat hukum identitas, yaitu AU @=A dan A NU
= A. Hukum ini menjelaskan bahwa gabungan dengan himpunan
kosong tidak mengubah himpunan A, sedangkan irisan dengan
semesta U juga tidak mengubah A. Himpunan kosong tidak
menambah elemen baru, sementara semesta tidak menghilangkan
elemen apa pun dari A. Hukum identitas menunjukkan keberadaan
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elemen netral dalam operasi himpunan. Himpunan kosong tidak
memengaruhi  hasil gabungan, sedangkan semesta tidak
memengaruhi hasil irisan. Struktur ini mencerminkan konsep
identitas dalam aljabar umum, di mana terdapat elemen yang tidak
mengubah hasil operasi.

g. Baris ketujuh menunjukkan hukum komplemen, yaitu A U Ac=U
dan A N A¢ = @. Hukum ini menyatakan bahwa gabungan suatu
himpunan dengan komplemennya menghasilkan semesta,
sedangkan irisan keduanya selalu menghasilkan himpunan kosong.
Hal ini terjadi karena setiap elemen semesta pasti berada di A atau
di luar A, tetapi tidak mungkin berada pada keduanya secara
bersamaan. Hukum komplemen menunjukkan hubungan
fundamental antara suatu himpunan dan komplemennya. Gabungan
keduanya selalu menghasilkan semesta, sedangkan irisan keduanya
selalu menghasilkan himpunan kosong. Struktur ini mencerminkan
prinsip dualitas absolut dalam teori himpunan.

Hukum-hukum dalam tabel ini memperlihatkan bahwa operasi
himpunan mengikuti struktur aljabar yang konsisten dan memiliki
kesetaraan dengan hukum dalam logika proposisional, sehingga
memudahkan transformasi dan penyederhanaan ekspresi dalam berbagai
konteks matematika dan informatika. Operasi dasar himpunan
membentuk struktur formal yang menjadi fondasi utama dalam berbagai
cabang matematika diskret dan informatika. Setiap operasi tidak hanya
berfungsi sebagai prosedur manipulasi simbolik, tetapi juga
merepresentasikan cara berpikir sistematis dalam mengelola kumpulan
objek. Struktur ini memungkinkan representasi berbagai fenomena
abstrak ke dalam bentuk yang dapat dianalisis secara matematis.
Ketepatan definisi menjadi aspek penting karena setiap kesalahan kecil
dalam pemahaman operasi dapat memengaruhi keseluruhan struktur
penalaran.

Himpunan sebagai kumpulan objek yang terdefinisi dengan baik
menekankan pentingnya kejelasan dalam menentukan keanggotaan.
Setiap elemen harus memiliki status yang tegas, yaitu termasuk atau
tidak termasuk dalam himpunan. Tidak ada ruang untuk ambiguitas
dalam relasi keanggotaan. Struktur ini mencerminkan prinsip biner
dalam logika formal yang menjadi dasar seluruh sistem komputasi
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modern. Ketegasan ini menjadikan teori himpunan sebagai bahasa yang
stabil untuk merepresentasikan konsep matematis.

Himpunan bilangan seperti N, Z, Q, R, dan C menunjukkan
perkembangan bertingkat dalam sistem bilangan. Setiap himpunan
merupakan perluasan dari himpunan sebelumnya dengan menambahkan
jenis bilangan baru untuk mengatasi keterbatasan representasi. N
menjadi dasar untuk bilangan bulat, Z memperluasnya dengan bilangan
negatif, O memperkenalkan rasionalitas melalui pembagian, R
memperluas dengan bilangan kontinu, dan C memperluas lebih jauh
untuk menyelesaikan persamaan yang tidak dapat diselesaikan dalam R.
Struktur ini menunjukkan evolusi konseptual dalam matematika.

Keterkaitan antara hukum himpunan dan logika proposisional
menunjukkan bahwa kedua sistem memiliki struktur isomorfik. Setiap
operasi himpunan memiliki padanan logis yang setara. Gabungan setara
dengan disjungsi, irisan setara dengan konjungsi, dan komplemen setara
dengan negasi. Hubungan ini memungkinkan transfer konsep antara dua
domain secara langsung. Representasi himpunan dalam informatika
menjadi dasar dalam desain struktur data modern. Set digunakan untuk
merepresentasikan koleksi unik elemen, list untuk urutan, dan map untuk
relasi pasangan kunci-nilai. Operasi pada struktur data ini sering kali
merefleksikan operasi himpunan secara langsung.

Dalam basis data relasional, tabel merepresentasikan himpunan
tuple. Operasi query seperti join, select, dan project merupakan
implementasi langsung dari operasi himpunan. Struktur ini menunjukkan
bahwa teori himpunan tidak hanya bersifat teoretis tetapi juga sangat
praktis. Analisis algoritma juga banyak menggunakan konsep himpunan
untuk menentukan kompleksitas dan ruang lingkup operasi. Operasi
pada himpunan sering digunakan untuk memodelkan himpunan solusi
atau ruang pencarian dalam algoritma.

Teori himpunan juga menjadi dasar dalam pemodelan sistem
formal. Setiap sistem dapat direpresentasikan sebagai himpunan keadaan
dan transisi antar keadaan. Pendekatan ini digunakan dalam automata,
teori bahasa formal, dan verifikasi sistem. Struktur himpunan
memungkinkan representasi abstraksi tingkat tinggi dalam matematika.
Kompleksitas objek dapat direduksi menjadi relasi keanggotaan
sederhana. Pendekatan ini memberikan kesederhanaan dalam analisis
sistem yang kompleks.
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Konsistensi dalam operasi himpunan memastikan bahwa tidak
ada kontradiksi dalam manipulasi objek matematis. Setiap hukum aljabar
memberikan  jaminan  bahwa  transformasi  ekspresi  tetap
mempertahankan makna awal. Struktur ini menjadi dasar dalam
pengembangan sistem formal yang stabil. Keterhubungan antara teori
himpunan dan logika menunjukkan bahwa keduanya merupakan dua
representasi dari struktur formal yang sama. Logika menangani
kebenaran pernyataan, sedangkan himpunan menangani keanggotaan
objek. Kesetaraan ini memperkuat peran teori himpunan sebagai fondasi
matematika modern.

Peran teori himpunan dalam informatika mencakup hampir
seluruh aspek fundamental sistem komputasi. Dari struktur data hingga
basis data, dari algoritma hingga kecerdasan buatan, semua memiliki
keterkaitan dengan konsep himpunan. Struktur ini menjadikan teori
himpunan sebagai kerangka universal dalam pemodelan sistem
informasi. Stabilitas dan konsistensi teori himpunan berasal dari sistem
aksiomatik yang mendasarinya. Aksioma memastikan bahwa tidak ada
kontradiksi dalam pembentukan dan manipulasi himpunan. Pendekatan
ini menjadikan teori himpunan sebagai sistem formal yang dapat
diandalkan dalam pengembangan matematika dan komputasi modern.

B. Relasi Binary dan Sifat-sifatnya

Relasi binary merupakan konsep yang sangat penting dalam
matematika diskret dan informatika. Basis data relasional, struktur data,
dan banyak algoritma dibangun di atas konsep relasi. Relasi biner
berfungsi sebagai cara formal untuk menyatakan hubungan antara dua
elemen dalam suatu himpunan. Melalui relasi, keterkaitan antar objek
dapat dinyatakan secara jelas dan terstruktur. Peran ini terlihat nyata
dalam berbagai bidang informatika. Basis data relasional menyusun dan
menghubungkan data melalui relasi antar tabel, struktur data
memanfaatkan hubungan antar elemen untuk membentuk organisasi
yang efisien, dan algoritma menggunakan relasi sebagai dasar dalam
memproses serta menelusuri data. Gagasan ini menunjukkan bahwa
relasi bukan hanya konsep abstrak, tetapi menjadi kerangka penting yang
mendukung cara kerja banyak sistem komputasi modern.
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Definisi 2.2 (Relasi Binary). Sebuah relasi binary R dari
himpunan A ke himpunan B adalah suatu himpunan bagian dari
produk Kartesian A x B. Jika (a, b) € R, kita tulis aRb.

Relasi pada himpunan A (yaitu dari A ke A) memiliki empat sifat utama
yang penting untuk diklasifikasikan:

Tabel 2.3 Sifat-Sifat Relasi pada Himpunan A

Sifat Definisi Formal Contoh
<pad
Refleksif Va € A: (a,a) ER o e
bilangan real
Simetris Va,b: (a,b)ER = (b,a)ER = (kesamaan)
<pad
Antisimetris Va,b: (a,b)ERA(b,a)ER = a=b _ S
bilangan bulat
. < pada
Transitif Va,b,c: (a,b)ERA(b,c)ER = (a,c)ER

bilangan real

Sumber: Lipschutz, S. (2007)

Tabel 2.3 menjelaskan sifat-sifat utama relasi biner pada
himpunan A, yang menjadi dasar untuk mengklasifikasikan bagaimana
elemen-elemen dalam suatu himpunan saling berhubungan. Setiap sifat
dirumuskan secara formal untuk memastikan bahwa hubungan antar
pasangan elemen dapat dianalisis dengan ketepatan matematis, serta
disertai contoh relasi yang merepresentasikan sifat tersebut dalam
konteks bilangan.

a. Baris pertama menunjukkan sifat refleksif, dengan definisi Va € A:
(a,a) € R. Sifat ini menyatakan bahwa setiap elemen dalam
himpunan A harus berelasi dengan dirinya sendiri. Dengan kata lain,
pasangan berurutan (a, a) selalu menjadi anggota relasi R untuk
setiap a yang berada dalam A. Contohnya adalah relasi < pada
bilangan real, karena setiap bilangan selalu memenuhi kondisi a < a.

b. Baris kedua menjelaskan sifat simetris, dengan definisi bahwa jika
(a, b) € R maka (b, a) € R. Sifat ini menunjukkan bahwa hubungan
antar dua elemen bersifat timbal balik. Jika elemen a berhubungan
dengan b, maka b juga harus berhubungan dengan a dalam relasi
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yang sama. Contoh yang memenubhi sifat ini adalah relasi kesamaan
(=), karena jika a = b maka secara otomatis b = a.

c. Baris ketiga menggambarkan sifat antisimetris, dengan definisi
bahwa jika (a, b) € R dan (b, a) € R maka harus berlaku a =b. Sifat
ini menegaskan bahwa dua elemen hanya dapat saling berhubungan
dua arah jika sebenarnya keduanya adalah elemen yang sama.
Contoh yang sesuai adalah relasi < pada bilangan bulat, karena jika
a <b dan b < a terjadi bersamaan, maka kesimpulannya adalah a =
b.

d. Baris keempat menunjukkan sifat transitif, dengan definisi bahwa
jika (a, b) € R dan (b, ¢) € R maka (a, c) € R. Sifat ini menyatakan
bahwa hubungan dapat diteruskan melalui perantara elemen lain.
Jika a berhubungan dengan b, dan b berhubungan dengan ¢, maka a
juga harus berhubungan dengan c. Contohnya adalah relasi < pada
bilangan real, karena jika a <b dan b < ¢, maka secara logis a < c.

Sifat-sifat relasi ini menunjukkan bahwa hubungan antar elemen
dalam suatu himpunan tidak bersifat sembarangan, melainkan mengikuti
aturan formal yang memungkinkan pembentukan struktur matematika
yang konsisten, seperti relasi ekuivalensi dan relasi urutan, yang banyak
digunakan dalam teori komputer dan struktur data. Relasi biner
merupakan salah satu konsep fundamental yang menjembatani teori
himpunan dengan struktur matematis yang lebih kompleks. Representasi
relasi sebagai subset dari produk Kartesian A x B memberikan kerangka
formal untuk mendeskripsikan hubungan antar elemen secara presisi.
Setiap pasangan terurut (a, b) tidak hanya menyatakan keberadaan
hubungan, tetapi juga arah dan sifat keterkaitan antara dua elemen.
Struktur ini memungkinkan analisis hubungan yang tidak dapat
direpresentasikan hanya melalui himpunan biasa.

Konsep aRb sebagai notasi alternatif dari (a, b) € R
memperkenalkan cara penulisan yang lebih ringkas dan intuitif. Notasi
ini digunakan secara luas dalam matematika diskret karena memudahkan
pembacaan struktur relasi. Setiap relasi dapat dipahami sebagai aturan
yang menentukan apakah dua elemen memiliki hubungan tertentu.
Pendekatan ini memberikan fleksibilitas dalam mendefinisikan berbagai
jenis hubungan dalam sistem formal.

Produk Kartesian menjadi dasar pembentukan relasi karena
menyediakan seluruh kemungkinan pasangan terurut antara dua
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himpunan. Struktur ini menciptakan ruang kemungkinan yang sangat
luas, di mana relasi dipilih sebagai subset tertentu yang memenuhi
kriteria tertentu. Proses seleksi ini menunjukkan bahwa relasi bukan
sekadar kumpulan pasangan, tetapi struktur yang dibangun berdasarkan
aturan tertentu. Relasi pada himpunan A yang bersifat A x A
memperkenalkan konsep relasi internal, di mana setiap elemen hanya
berhubungan dengan elemen dalam himpunan yang sama. Struktur ini
menjadi dasar dalam banyak sistem matematis seperti urutan,
ekuivalensi, dan graf. Relasi internal memungkinkan analisis struktur
dalam satu domain tertutup.

1. Struktur Turunan Relasi: Ekuivalensi, Urutan dan
Representasi

Kombinasi dari sifat refleksif, simetris, dan transitif membentuk
relasi ekuivalensi. Relasi ini membagi himpunan menjadi kelas-kelas
ekuivalensi yang tidak saling beririsan. Setiap elemen dalam satu kelas
dianggap setara berdasarkan relasi yang diberikan. Struktur ini menjadi
dasar dalam klasifikasi matematis. Relasi ekuivalensi memungkinkan
pembentukan partisi pada himpunan. Setiap partisi mewakili kelompok
elemen yang memiliki hubungan ekuivalen. Struktur ini digunakan
dalam berbagai aplikasi seperti pengelompokan data dan analisis struktur
aljabar.

Di sisi lain, kombinasi refleksif, antisimetris, dan transitif
membentuk relasi wurutan parsial. Struktur ini  memungkinkan
perbandingan sebagian elemen dalam himpunan. Tidak semua elemen
harus dapat dibandingkan, tetapi hubungan tetap konsisten secara
hierarkis. Relasi ini menjadi dasar dalam teori urutan dan struktur data
seperti pohon. Pengembangan lebih lanjut menghasilkan relasi urutan
total di mana setiap elemen dapat dibandingkan dengan elemen lainnya.
Struktur ini memberikan hierarki lengkap dalam himpunan. Contoh
umum adalah urutan bilangan real.

Selain itu, relasi dapat direpresentasikan dalam bentuk matriks
yang memberikan pendekatan komputasional terhadap analisis relasi.
Matriks relasi menggunakan elemen biner untuk menunjukkan
keberadaan atau ketiadaan hubungan. Struktur ini memungkinkan
implementasi relasi dalam sistem komputer. Graf sebagai representasi
visual relasi memperlihatkan hubungan antar elemen dalam bentuk node
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dan edge. Node mewakili elemen, sedangkan edge mewakili relasi.
Struktur ini sangat penting dalam analisis jaringan dan algoritma graf.

2. Aplikasi Relasi dalam Matematika dan Informatika

Relasi biner memiliki peran luas dalam berbagai bidang
matematika dan informatika. Dalam basis data relasional, relasi
digunakan untuk menghubungkan tabel yang dipandang sebagai
himpunan tuple, sehingga operasi seperti guery merupakan implementasi
langsung dari konsep relasi. Dalam algoritma, relasi digunakan untuk
menentukan keterhubungan dalam struktur data, seperti pada pencarian
jalur, pengurutan, dan clustering. Dalam sistem dinamis dan automata,
relasi merepresentasikan transisi antar keadaan. Relasi juga menjadi
dasar dalam konsep fungsi, yang merupakan relasi khusus dengan
pemetaan unik dari domain ke kodomain. Operasi lanjutan seperti
komposisi relasi memungkinkan pembentukan hubungan bertingkat.
Komposisi  relasi memperluas kemampuan analisis dengan
menggabungkan dua relasi menjadi relasi baru. Jika relasi R
menghubungkan A ke B dan S menghubungkan B ke C, maka komposisi
menghasilkan relasi dari A ke C. Struktur ini mencerminkan proses
transformasi bertingkat.

Invers relasi memberikan perspektif kebalikan dari suatu
hubungan. Struktur ini memberikan perspektif alternatif terhadap
hubungan antar elemen. Invers sangat penting dalam analisis fungsi
bijektif. Seluruh konsep ini menunjukkan bahwa relasi tidak dapat
dipisahkan dari teori himpunan, karena setiap relasi merupakan subset
dari produk Kartesius. Konsistensi sifat relasi memastikan bahwa sistem
yang dibangun bebas dari kontradiksi, sehingga menjadikan relasi
sebagai fondasi penting dalam struktur matematika, algoritma, dan
sistem komputasi modern. Relasi menjadi fondasi dalam banyak struktur
matematis lanjutan seperti aljabar relasional, teori graf, dan struktur
diskrit. Perannya sangat luas dalam matematika dan informatika karena
mampu merepresentasikan hubungan kompleks secara formal. Stabilitas
konsep relasi memungkinkan penggunaannya dalam sistem formal dan
komputasi. Representasi yang jelas dan terstruktur menjadikan relasi
sebagai alat utama dalam analisis hubungan antar objek dalam berbagai
domain ilmiah.
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C. Relasi Ekuivalensi dan Kelas Ekuivalensi

Definisi 2.3 (Relasi Ekuivalensi). Relasi R pada himpunan A
disebut relasi ekuivalensi jika R bersifat refleksif, simetris, dan
transitif. Kelas ekuivalensi dari a € A adalah [a] = {b € 4 | aRb}.

1. Pengertian Relasi Ekuivalensi

Relasi ekuivalensi adalah jenis relasi khusus pada suatu
himpunan yang digunakan untuk menyatakan kesetaraan antar elemen
berdasarkan kriteria tertentu. Suatu relasi (R) pada himpunan (4) disebut
relasi ekuivalensi jika memenuhi tiga sifat utama, yaitu refleksif,
simetris, dan transitif.

o Refleksif berarti setiap elemen berelasi dengan dirinya sendiri
sehingga untuk setiap a € A4, berlaku (a,a) € R.

o Simetris berarti jika suatu elemen berelasi dengan elemen lain, maka
hubungan tersebut berlaku sebaliknya yaitu jika (a,b) € R, maka
(b,a) ER.

o Transitif berarti hubungan dapat diperluas melalui elemen perantara
yaitu jika (a,b) € R dan (b,c) € R, maka (a,c) €R.

Ketiga sifat ini menjamin bahwa relasi ekuivalensi bersifat konsisten,
stabil, dan dapat digunakan untuk membentuk sistem klasifikasi yang
jelas.

2. Konsep Kelas Ekuivalensi
Kelas ekuivalensi adalah kumpulan elemen dalam suatu
himpunan yang dianggap setara berdasarkan relasi ekuivalensi yang
diberikan. Jika (a € A4), maka kelas ekuivalensi dari (a) dituliskan
sebagai:
[a]=1{b € A|aRb}

Artinya, semua elemen yang memiliki hubungan ekuivalen dengan a
akan berada dalam satu kelompok yang sama. Kelas ekuivalensi dapat
dipahami sebagai kelompok/kategori, representasi kesamaan sifat dan
hasil pengelompokan formal. Setiap elemen dalam himpunan hanya
berada dalam satu kelas ekuivalensi saja.

Sifat disjoint antar kelas ekuivalensi menunjukkan bahwa tidak
ada elemen yang dapat menjadi anggota lebih dari satu kelas sekaligus.
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Struktur ini memastikan bahwa partisi yang terbentuk bersifat eksklusif
dan menyeluruh. Setiap elemen dalam himpunan pasti termasuk dalam
salah satu kelas ekuivalensi, sehingga tidak ada elemen yang terabaikan
dalam pembagian tersebut. Prinsip ini mencerminkan keteraturan
struktural dalam sistem relasi.

3. Teorema Partisi

Relasi ekuivalensi memiliki sifat fundamental yang sangat
penting, yaitu kemampuannya untuk mempartisi himpunan. Berdasarkan
Teorema Partisi, setiap relasi ekuivalensi pada himpunan A4 akan
membagi himpunan tersebut menjadi beberapa kelas ekuivalensi yang
saling lepas (disjoint) dan mencakup seluruh elemen himpunan. Artinya,
tidak ada elemen yang berada dalam lebih dari satu kelas, dan tidak ada
elemen yang tidak termasuk dalam kelas mana pun. Setiap elemen pasti
menjadi anggota tepat satu kelas ekuivalensi. Sebaliknya, setiap partisi
dari suatu himpunan juga dapat digunakan untuk membentuk relasi
ekuivalensi. Hubungan dua arah ini menunjukkan bahwa relasi
ekuivalensi dan partisi merupakan dua cara berbeda untuk
merepresentasikan struktur pengelompokan yang sama, satu dalam
bentuk relasi, dan satu lagi dalam bentuk pembagian himpunan.

4. Peran Sifat-Sifat Relasi dalam Pembentukan Kelas
Ketiga sifat relasi ekuivalensi memiliki fungsi penting dalam
menjaga struktur:

o Refleksif — memastikan bahwa setiap elemen memiliki tempat
dalam sistem klasifikasi, karena setiap elemen pasti berelasi
dengan dirinya sendiri.

e Simetris — memastikan bahwa hubungan kesetaraan tidak
bergantung pada arah, sehingga semua elemen dalam satu kelas
memiliki status yang setara tanpa adanya hierarki.

o Transitif — memperkuat konsistensi internal, karena memastikan
bahwa jika suatu elemen berhubungan dengan elemen lain
melalui perantara, maka hubungan tersebut tetap berlaku secara
langsung.

Tanpa salah satu sifat ini, kelas ekuivalensi tidak dapat terbentuk secara
benar dan stabil.
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5. Relasi Ekuivalensi sebagai Proses Abstraksi

Relasi ekuivalensi dapat dipandang sebagai mekanisme abstraksi
dalam matematika dan informatika. Dengan mengelompokkan elemen-
elemen yang setara ke dalam satu kelas, kita dapat menyederhanakan
struktur yang kompleks menjadi lebih sederhana tanpa kehilangan
informasi penting. Pendekatan ini memungkinkan analisis dilakukan
pada tingkat kelas, bukan pada setiap elemen secara individual, sehingga
mengurangi kompleksitas secara signifikan. Dalam konteks ini, kelas
ekuivalensi berfungsi sebagai representasi dari “jenis” atau “kategori”
yang memiliki karakteristik yang sama, sehingga memudahkan
pemahaman dan pengolahan sistem yang besar dan kompleks.

6. Contoh Relasi Ekuivalensi
Dalam praktiknya, relasi ekuivalensi memiliki banyak aplikasi

penting. Dalam teori automata, relasi ini digunakan untuk
mengidentifikasi dan menggabungkan state yang memiliki perilaku
sama, sehingga menghasilkan automata yang lebih sederhana dan efisien
melalui proses minimisasi. Dalam sistem tipe pada pemrograman, relasi
ekuivalensi digunakan untuk menentukan kapan dua tipe data dianggap
setara, sehingga dapat dipertukarkan tanpa memengaruhi perilaku
program. Dalam teori bilangan, relasi ekuivalensi muncul dalam bentuk
kongruensi modulo, di mana bilangan-bilangan yang memiliki sisa
pembagian yang sama dikelompokkan dalam kelas residu yang sama.
Selain itu, dalam bidang data dan algoritma, konsep partisi yang
dihasilkan dari relasi ekuivalensi digunakan dalam teknik clustering
untuk mengelompokkan data berdasarkan kesamaan karakteristik.
Contoh sederhana jika kita ambil relasi “memiliki sisa yang sama saat
dibagi 3”, maka:

e {0,3,6,9} — satu kelas

e {1,4,7} — satu kelas

e {2,5,8} — satu kelas

Relasi ekuivalensi sangat penting dalam berbagai bidang
komputasi di mana dalam teori automata, relasi ekuivalensi digunakan
untuk menyederhanakan state dalam finite automata. Dua state dianggap
ekuivalen jika keduanya menghasilkan perilaku yang sama terhadap
semua input yang mungkin. Penggabungan state ekuivalen
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menghasilkan automata minimal yang lebih efisien tanpa mengubah
bahasa yang dikenali. Proses minimisasi automata bergantung pada
identifikasi kelas ekuivalensi pada state. Setiap kelas mewakili
sekumpulan state yang tidak dapat dibedakan berdasarkan perilaku
eksternal. Struktur ini memungkinkan optimasi sistem tanpa kehilangan
informasi penting mengenai fungsi automata.

Dalam sistem tipe, relasi ekuivalensi digunakan untuk
menentukan kesetaraan tipe data. Dua tipe dianggap ekuivalen jika
keduanya dapat dipertukarkan tanpa mengubah perilaku program.
Struktur ini penting dalam kompiler dan sistem pemrograman untuk
memastikan konsistensi tipe. Kelas ekuivalensi dalam sistem tipe
memungkinkan pengelompokan tipe yang memiliki struktur atau
perilaku yang sama. Pendekatan ini membantu dalam optimasi kompilasi
dan validasi program. Sistem dapat memperlakukan tipe dalam kelas
yang sama sebagai identik dalam konteks tertentu. Basis data untuk
pengelompokan data, clustering untuk pengelompokan objek
berdasarkan kesamaan dan optimasi algoritma untuk mengurangi
kompleksitas. Relasi ini membantu menyederhanakan sistem tanpa
mengubah makna atau fungsi utama.

Dalam matematika, relasi ekuivalensi digunakan untuk
membentuk kelas residu dalam teori bilangan, membangun struktur
quotient dalam aljabar dan mengelompokkan objek berdasarkan sifat
tertentu. Konsep ini sangat penting karena memungkinkan pembentukan
struktur baru dari pengelompokan elemen yang setara. Relasi ekuivalensi
adalah alat penting dalam matematika dan informatika untuk
mengelompokkan elemen berdasarkan kesetaraan secara formal. Dengan
adanya kelas ekuivalensi dan Teorema Partisi, suatu himpunan dapat
diorganisasi menjadi struktur yang rapi, konsisten, dan efisien untuk
dianalisis. Konsep ini tidak hanya bersifat teoritis, tetapi juga memiliki
aplikasi luas dalam sistem komputasi modern.

Relasi ekuivalensi juga berperan dalam desain bahasa
pemrograman. Operator dan tipe sering dikelompokkan berdasarkan
kesetaraan perilaku atau struktur. Pendekatan ini memungkinkan
optimasi dan generalisasi dalam sistem kompilasi. Dalam teori
informasi, kelas ekuivalensi dapat digunakan untuk mengelompokkan
pesan yang memiliki makna atau fungsi yang sama. Struktur ini
membantu dalam pengkodean dan kompresi data. Relasi ekuivalensi
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menciptakan jembatan antara abstraksi dan representasi konkret. Setiap
kelas mewakili abstraksi dari elemen-elemen individual yang memiliki
kesamaan tertentu. Struktur ini memungkinkan pengurangan
kompleksitas tanpa kehilangan esensi informasi.

Keterkaitan antara relasi ekuivalensi dan partisi menunjukkan
bahwa struktur matematika dapat dipahami melalui dua perspektif yang
saling melengkapi. Relasi memberikan aturan hubungan, sedangkan
partisi memberikan representasi pengelompokan. Stabilitas kelas
ekuivalensi memastikan bahwa struktur tidak berubah selama relasi
dasarnya tetap sama, sehingga memberikan keandalan dalam analisis dan
implementasi. Hal ini memberikan konsistensi dalam berbagai aplikasi
matematis dan komputasional. Relasi ekuivalensi menjadi dasar penting
dalam banyak cabang matematika dan informatika karena
kemampuannya untuk menyederhanakan struktur kompleks menjadi
bentuk yang lebih terorganisasi. Pendekatan ini memungkinkan analisis
yang lebih efisien, sistematis, dan terstruktur dalam berbagai domain
ilmiah.

D. Relasi Urutan Parsial dan Total

Definisi 2.4 (Urutan Parsial). Relasi R pada A disebut urutan
parsial (partial order) jika R bersifat refleksif, antisimetris, dan
transitif. Himpunan A bersama relasi urutan parsial R disebut
poset (partially ordered set), ditulis (A, R).

Contoh poset yang penting dalam informatika meliputi: (N, <),
(himpunan semua string, & sebagai prefix), dan (himpunan semua
himpunan bagian dari S, €). Diagram Hasse adalah representasi visual
standar untuk poset. Contoh-contoh himpunan berorde parsial (poset)
yang sering muncul dalam informatika. Bilangan asli dengan relasi <
menunjukkan urutan yang jelas, himpunan string dengan relasi prefix
menggambarkan keterkaitan berdasarkan awalan, dan himpunan bagian
dari suatu himpunan S dengan relasi & menunjukkan hubungan inklusi
antar subset. Contoh-contoh ini memperlihatkan bahwa tidak semua
elemen harus dapat dibandingkan secara langsung, namun tetap memiliki
struktur keterurutan tertentu yang dapat dianalisis. Pola seperti ini
banyak digunakan dalam berbagai konsep komputasi yang melibatkan
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hierarki atau dependensi. Diagram Hasse digunakan sebagai cara visual
untuk merepresentasikan poset, sehingga hubungan antar elemen dapat
dilihat dengan lebih sederhana tanpa harus menuliskan semua pasangan
relasi secara lengkap.

Gambar 1. Contoh Diagram Hasse Hubungan Keterbagian pada
{1,2,3,4,6,12}

Sumber: Davey, B.A. & Priestley, H.A. (2002)

Gambar 1 menunjukkan representasi diagram Hasse dari relasi
keterbagian pada himpunan {1, 2, 3, 4, 6, 12}. Diagram ini
menggambarkan struktur urutan parsial, yaitu hubungan keterurutan
yang tidak selalu memungkinkan setiap elemen untuk dibandingkan
secara langsung, tetapi tetap membentuk pola hierarki yang konsisten
berdasarkan relasi yang ditentukan. Pada bagian paling bawah terdapat
elemen 1 yang berperan sebagai elemen dasar dalam struktur tersebut.
Elemen ini memiliki sifat khusus karena dapat membagi semua elemen
lainnya dalam himpunan, sehingga menjadi titik awal dari semua
hubungan keterbagian. Dari elemen 1, hubungan naik menuju elemen-
elemen yang lebih besar melalui garis yang menunjukkan relasi
langsung.

Di tingkat berikutnya, terdapat elemen 2 dan 3. Elemen 2
memiliki hubungan langsung dengan 4, sedangkan elemen 3 memiliki
hubungan langsung dengan 6. Hal ini menunjukkan bahwa 2 membagi 4
dan 3 membagi 6, sehingga keduanya berada pada posisi perantara dalam
struktur keterbagian. Hubungan ini tidak ditulis melalui semua pasangan
yang mungkin, tetapi hanya relasi langsung yang tidak dapat
disederhanakan lagi. Pada tingkat yang lebih tinggi, elemen 4 dan 6
berada di posisi menengah-atas. Elemen 4 berhubungan langsung dengan
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12, dan elemen 6 juga memiliki hubungan langsung dengan 12. Ini
menunjukkan bahwa baik 4 maupun 6 merupakan faktor dari 12,
sehingga keduanya menjadi penghubung penting menuju elemen
puncak. Elemen 12 berada pada posisi paling atas dalam diagram.
Elemen ini tidak memiliki elemen lain di atasnya dalam himpunan
tersebut, karena tidak ada anggota lain yang lebih besar atau yang dapat
dibagi oleh 12 dalam konteks himpunan ini. Posisi ini menunjukkan
bahwa 12 merupakan elemen maksimal dalam struktur urutan parsial
tersebut.

Diagram Hasse ini juga menghilangkan hubungan yang bersifat
transitif agar struktur terlihat lebih sederhana. Misalnya, meskipun 1
berhubungan dengan 4 melalui 2, hubungan tersebut tidak digambarkan
secara langsung jika sudah dapat diwakili oleh relasi bertingkat. Hal ini
membuat diagram lebih mudah dibaca tanpa kehilangan informasi
penting mengenai struktur keterurutan. Struktur yang ditampilkan pada
diagram tersebut memperlihatkan bahwa relasi urutan parsial tidak selalu
membentuk urutan linear, tetapi membentuk hierarki bercabang yang
tetap teratur. Konsep ini menjadi dasar penting dalam teori poset, yang
banyak digunakan dalam informatika, terutama pada struktur data
hierarkis, analisis dependensi, dan optimasi algoritma berbasis struktur
relasi. Urutan parsial memiliki karakteristik utama berupa
ketidakmampuan seluruh elemen untuk selalu dibandingkan satu sama
lain. Kondisi ini membedakannya dari urutan total yang menuntut setiap
pasangan elemen dapat dibandingkan. Struktur parsial muncul secara
alami dalam banyak sistem matematis dan komputasional karena
hubungan antar elemen sering tidak bersifat linear, melainkan bercabang
atau hierarkis. Ketiga sifat utama, yaitu refleksif, antisimetris, dan
transitif, memastikan bahwa relasi tetap konsisten tanpa menghasilkan
kontradiksi internal.

Refleksivitas dalam urutan parsial menjamin bahwa setiap
elemen selalu berada dalam relasi dengan dirinya sendiri. Sifat ini
memberikan dasar bahwa setiap titik dalam himpunan memiliki posisi
yang sah dalam struktur urutan. Tanpa refleksivitas, struktur urutan akan
kehilangan dasar minimal untuk mendefinisikan keanggotaan relasi
secara konsisten. Antisimetrisitas berfungsi menjaga arah hubungan
antar elemen agar tidak terjadi siklus yang tidak bermakna dalam urutan.
Jika dua elemen saling berhubungan dalam kedua arah, maka kedua
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elemen tersebut harus identik. Sifat ini mencegah terbentuknya loop
yang bertentangan dengan konsep keterurutan. Struktur ini sangat
penting dalam menjaga konsistensi hierarki.

Transitivitas memperkuat keterhubungan antar elemen melalui
rantai relasi. Jika suatu elemen berhubungan dengan elemen kedua, dan
elemen kedua berhubungan dengan elemen ketiga, maka hubungan
langsung antara elemen pertama dan ketiga harus ada. Sifat ini
memastikan bahwa urutan tetap koheren meskipun hubungan tidak
selalu dituliskan secara eksplisit. Poset (partially ordered set)
merupakan pasangan antara himpunan dan relasi urutan parsial yang
berlaku pada himpunan tersebut. Struktur ini memungkinkan analisis
hubungan hierarkis tanpa harus memaksakan perbandingan menyeluruh
antar semua elemen. Banyak sistem nyata memiliki struktur seperti ini,
terutama sistem yang bersifat modular atau berbasis dependensi.

Contoh (N, <) menunjukkan urutan alami pada bilangan asli.
Setiap bilangan dapat dibandingkan dengan bilangan lainnya, tetapi
struktur ini tetap dapat dianggap sebagai kasus khusus dari urutan
parsial. Dalam kasus ini, relasi juga memenuhi urutan total, karena setiap
pasangan elemen selalu dapat dibandingkan. Contoh himpunan string
dengan relasi prefix menunjukkan bahwa tidak semua string dapat
dibandingkan secara langsung. Dua string dapat memiliki awalan yang
berbeda sehingga tidak ada relasi urutan yang jelas di antara keduanya.
Struktur ini mencerminkan sifat parsial yang tidak memaksa
keterbandingan universal. Relasi € pada himpunan bagian S membentuk
struktur poset yang sangat penting dalam teori himpunan dan
informatika. Setiap subset dapat dibandingkan berdasarkan inklusi,
tetapi tidak semua subset memiliki hubungan inklusi satu sama lain.
Struktur ini menghasilkan hierarki kompleks yang sering digunakan
dalam analisis data dan struktur basis data.

Diagram Hasse menjadi alat visualisasi utama untuk poset karena
mampu menyederhanakan representasi relasi tanpa kehilangan informasi
esensial. Representasi ini menghilangkan relasi transitif dan hanya
menampilkan relasi penutup (cover relation), sehingga struktur menjadi
lebih mudah dipahami. Penghilangan relasi transitif dalam diagram
Hasse menciptakan representasi minimal dari struktur urutan. Relasi
yang sudah dapat diturunkan dari hubungan lain tidak ditampilkan,
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sehingga hanya hubungan paling dasar yang terlihat. Pendekatan ini
meningkatkan keterbacaan struktur tanpa mengurangi informasi logis.

Struktur urutan parsial banyak digunakan dalam teori komputasi,
terutama pada analisis dependensi tugas. Setiap tugas dapat memiliki
ketergantungan terhadap tugas lain, tetapi tidak semua tugas harus saling
bergantung. Struktur ini membentuk DAG (Directed Acyclic Graph)
dalam representasi implementasi. Dalam sistem versi perangkat lunak,
urutan parsial digunakan untuk menentukan kompatibilitas dan
ketergantungan versi. Tidak semua versi dapat dibandingkan secara
langsung, tetapi sebagian memiliki hubungan peningkatan atau
kompatibilitas tertentu. Struktur ini membantu dalam manajemen
pembaruan sistem. Dalam teori domain pada semantik bahasa
pemrograman, urutan parsial digunakan untuk memodelkan
perkembangan informasi. Setiap elemen dalam domain dapat mewakili
tingkat informasi yang berbeda, di mana elemen yang lebih tinggi
mengandung informasi yang lebih lengkap.

Struktur poset juga menjadi dasar dalam teori lattice, di mana
setiap pasangan elemen memiliki batas atas dan batas bawah. Lattice
memperluas konsep poset dengan menambahkan struktur operasi
tambahan yang memungkinkan penggabungan dan perbandingan lebih
terstruktur. Relasi urutan parsial juga digunakan dalam analisis prioritas.
Dalam sistem penjadwalan, tidak semua tugas dapat dieksekusi secara
bersamaan, tetapi hanya sebagian yang memiliki hubungan prioritas.
Struktur ini membantu menentukan urutan eksekusi yang optimal.

Perbedaan utama antara urutan parsial dan urutan total terletak
pada keterbandingan elemen. Urutan total menuntut semua elemen dapat
dibandingkan, sedangkan urutan parsial membiarkan sebagian pasangan
tidak memiliki hubungan urutan. Perbedaan ini memberikan fleksibilitas
dalam pemodelan sistem nyata. Struktur parsial memungkinkan
representasi sistem yang lebih realistis dibandingkan urutan total.
Banyak sistem alami dan komputasional tidak memiliki hubungan linear
yang ketat, sehingga model parsial lebih sesuai untuk menggambarkan
kompleksitas tersebut.
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E. Fungsi: Injeksi, Surjeksi, Bijeksi

Konsep fungsi merupakan pengembangan dari relasi dengan
penambahan batasan yang lebih ketat terhadap pemetaan antar elemen.
Jika relasi dapat menghubungkan satu elemen dengan banyak elemen
lain tanpa aturan khusus, maka fungsi mengharuskan setiap elemen
dalam domain memiliki tepat satu pasangan di kodomain. Hal ini
menciptakan hubungan satu arah yang konsisten dan teratur. Domain
berperan sebagai himpunan input, sedangkan kodomain merupakan
himpunan semua kemungkinan output. Dari kodomain tersebut, hanya
sebagian yang benar-benar dicapai oleh fungsi, yang disebut sebagai
range. Perbedaan antara kodomain dan range menjadi penting dalam
analisis sifat fungsi, terutama untuk menentukan apakah fungsi tersebut
mencakup seluruh kodomain atau tidak.

Definisi 2.5 (Fungsi). Sebuah fungsi f dari A ke B (ditulis f: A
— B) adalah relasi binary dari A ke B sedemikian sehingga setiap
elemen a € A berkorespondensi dengan tepat satu elemen f(a) €

B.
Tabel 2.4 Klasifikasi Fungsi
Jenis Syarat Properti
Injeksi Berbeda input = berbeda
f(a)=f(b) = a=b
(1-1) (@)=1(b) = a output
Surjeksi VbeEB, Ja€A: f(a)=b Setiap elemen B tercaku
(Onto) ’ ' P P
Bijeksi . .
K 1-1
(1-1 Injeksi sekaligus Surjeksi PRERRE densi -1, fungsi
invers ada
Onto)

Fungsi bijeksi antara dua himpunan terhingga membuktikan
kesamaan kardinalitas. Tabel 2.4 menyajikan klasifikasi fungsi
berdasarkan hubungan antara elemen domain (A) dan kodomain (B),
yang menjadi konsep penting dalam teori himpunan dan matematika
diskret. Setiap jenis fungsi memiliki syarat formal yang menentukan
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bagaimana pemetaan dari A ke B berlangsung, serta properti yang
menggambarkan perilaku hubungan tersebut dalam bentuk yang lebih
intuitif.

1. Fungsi Injektif (Satu-ke-Satu)

Fungsi injektif menekankan pada keunikan hasil pemetaan, yaitu
tidak ada dua elemen domain yang dipetakan ke elemen kodomain yang
sama. Secara formal, jika f(a) = f(b), maka harus berlaku a = b. Sifat ini
memastikan bahwa setiap elemen domain memiliki representasi unik di
kodomain, sehingga tidak terjadi kehilangan informasi. Fungsi injektif
sangat penting dalam konteks sistem yang membutuhkan identitas unik,
seperti pengkodean data atau sistem identifikasi. Dalam perspektif
struktural, fungsi injektif mempertahankan perbedaan antar elemen
domain, sehingga memungkinkan pelacakan kembali sebagian informasi
dari hasil pemetaan. Dengan kata lain, tidak ada dua elemen berbeda di
A yang boleh dipetakan ke elemen yang sama di B. Properti ini disebut
sebagai “berbeda input = berbeda output”, yang berarti setiap elemen
domain memiliki citra yang unik di kodomain, sehingga tidak terjadi
tumpang tindih hasil pemetaan. Dalam konteks informatika, fungsi
injektif sering digunakan dalam hashing yang ideal, di mana setiap input
diharapkan menghasilkan output unik untuk menghindari collision.
Struktur ini penting dalam sistem keamanan dan pengindeksan data.

2. Fungsi Surjektif (Onto)

Fungsi surjektif menekankan pada ketercakupan seluruh elemen
kodomain. Setiap elemen dalam kodomain harus memiliki setidaknya
satu prapeta dari domain. Dengan demikian, tidak ada bagian kodomain
yang “kosong” atau tidak terjangkau oleh fungsi. Sifat ini penting dalam
sistem yang membutuhkan cakupan penuh terhadap ruang output, seperti
dalam pemodelan sistem atau simulasi. Namun, fungsi surjektif tidak
menjamin keunikan, sehingga beberapa elemen domain dapat memiliki
hasil pemetaan yang sama. Oleh karena itu, surjeksi lebih menekankan
pada kelengkapan daripada keunikan.

Fungsi surjeksi (onto) memiliki syarat bahwa untuk setiap
elemen b € B terdapat setidaknya satu elemen a € A sehingga f(a) = b.
Syarat ini memastikan bahwa seluruh elemen kodomain memiliki
pasangan dari domain. Tidak ada elemen di B yang “terlewat” atau tidak
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memiliki prapeta. Properti ini disebut “setiap elemen B tercakup”, yang
menunjukkan bahwa fungsi benar-benar menjangkau seluruh kodomain
tanpa pengecualian. Fungsi surjektif banyak digunakan dalam sistem
pemetaan output, di mana semua kemungkinan hasil harus dapat dicapai
oleh sistem. Contohnya terdapat dalam desain sistem kontrol atau
simulasi yang harus mencakup seluruh ruang kemungkinan.

3. Fungsi Bijektif dan Fungsi Invers

Fungsi bijektif merupakan kombinasi dari sifat injektif dan
surjektif, sehingga menghasilkan pemetaan yang paling sempurna.
Setiap elemen A dipasangkan secara unik dengan elemen B, dan seluruh
elemen B juga terpasangkan dengan elemen A tanpa sisa. Kondisi ini
menghasilkan korespondensi satu-ke-satu yang sempurna, sehingga
fungsi invers dapat didefinisikan karena setiap pasangan dapat dibalik
tanpa ambiguitas. Fungsi bijeksi pada himpunan terhingga membuktikan
kesamaan kardinalitas antara dua himpunan. Hal ini berarti jumlah
elemen pada A dan B adalah sama, karena setiap elemen di A memiliki
pasangan unik di B dan sebaliknya, sehingga tidak ada elemen yang
tersisa di salah satu himpunan. Fungsi bijektif memiliki peran penting
dalam enkripsi dan dekripsi. Proses enkripsi mengubah data asli menjadi
bentuk lain melalui fungsi bijektif, sehingga data dapat dikembalikan ke
bentuk awal melalui fungsi invers tanpa kehilangan informasi.

Keberadaan fungsi invers hanya mungkin pada fungsi bijektif.
Fungsi invers membalik arah pemetaan dari B ke A tanpa kehilangan
informasi. Struktur ini hanya mungkin terjadi jika tidak ada elemen yang
memiliki pasangan ganda maupun elemen yang tidak terpetakan. Fungsi
bijektif menjadi dasar untuk konsep kesetaraan kardinalitas pada
himpunan berhingga. Dua himpunan dianggap memiliki ukuran yang
sama jika terdapat fungsi bijeksi di antara keduanya. Konsep ini
memperluas definisi jumlah elemen tanpa harus melakukan perhitungan
eksplisit.
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4. Representasi dan Operasi Fungsi

Fungsi dapat direpresentasikan dalam berbagai bentuk untuk
mempermudah pemahaman. Representasi dalam bentuk pasangan
berurutan (a, f(a)) menunjukkan hubungan eksplisit antara elemen
domain dan kodomain. Selain itu, diagram panah memberikan
visualisasi yang intuitif mengenai bagaimana elemen dipetakan. Fungsi
juga dapat dikombinasikan melalui komposisi, di mana dua fungsi
digabungkan menjadi satu fungsi baru. Jika f: A — B dan g: B — C,
maka komposisi gef menghasilkan pemetaan dari A ke C. Struktur ini
menunjukkan bahwa fungsi bersifat modular dan dapat digunakan
sebagai blok penyusun dalam transformasi yang lebih kompleks. Fungsi
identitas juga berperan sebagai elemen netral dalam komposisi karena
tidak mengubah hasil pemetaan.

5. Peran Fungsi dalam Matematika dan Informatika

Fungsi memiliki peran yang sangat luas dalam berbagai bidang.
Dalam teori kategori, fungsi dipandang sebagai morfisme yang
menghubungkan objek, dan fungsi bijektif menjadi isomorfisme yang
menunjukkan kesetaraan struktur. Dalam teori automata, fungsi
digunakan untuk merepresentasikan transisi antar state. Dalam struktur
data dan pemrograman, fungsi digunakan untuk mentransformasikan
data secara konsisten, seperti dalam operasi mapping pada array. Selain
itu, dalam analisis algoritma, fungsi digunakan untuk menggambarkan
hubungan antara ukuran input dan waktu eksekusi, sehingga menjadi
dasar dalam pengukuran kompleksitas.
6. Aplikasi Fungsi dalam Sistem Komputasi

Dalam praktik informatika, konsep fungsi memiliki banyak
aplikasi nyata. Fungsi injektif digunakan dalam hashing ideal untuk
menghindari collision, sehingga setiap input menghasilkan output unik.
Fungsi surjektif digunakan dalam sistem yang membutuhkan cakupan
penuh terhadap semua kemungkinan output. Fungsi bijektif sangat
penting dalam kriptografi, khususnya dalam proses enkripsi dan
dekripsi, karena memungkinkan data dikembalikan ke bentuk semula
melalui invers. Selain itu, fungsi juga digunakan dalam pengelolaan data,
pemetaan informasi, dan transformasi sistem yang kompleks.

Keterkaitan antara injeksi, surjeksi, dan bijeksi menunjukkan
bahwa fungsi tidak hanya berperan sebagai alat pemetaan, tetapi juga
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sebagai alat untuk menganalisis hubungan struktural antar himpunan.
Fungsi memungkinkan  identifikasi  apakah  suatu  sistem
mempertahankan informasi, mencakup seluruh kemungkinan, atau
memiliki korespondensi sempurna. Oleh karena itu, konsep fungsi
menjadi salah satu fondasi utama dalam matematika diskret dan
informatika modern, karena mampu menjembatani antara abstraksi
teoritis dan implementasi praktis dalam berbagai sistem komputasi.
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BAB IlI
TEORI BILANGAN DAN
ARITMETIKA MODULAR

1. Hakikat dan Ruang Lingkup Teori Bilangan

Teori bilangan merupakan cabang matematika yang secara
khusus mempelajari sifat-sifat bilangan bulat sebagai objek utamanya.
Meskipun pada awalnya tampak sebagai kajian yang abstrak dan teoretis,
teori ini memiliki peran yang sangat nyata dalam perkembangan
teknologi modern. Struktur teorinya dibangun dari himpunan bilangan
bulat yang sederhana, namun mampu menghasilkan hubungan yang
sangat kompleks. Sifat diskret dari bilangan bulat membedakannya dari
bilangan real yang kontinu, sehingga sangat sesuai dengan sistem
komputasi digital yang juga bekerja secara diskret. Kajian teori bilangan
tidak hanya mencakup operasi dasar seperti penjumlahan, pengurangan,
perkalian, dan pembagian, tetapi juga mencakup konsep keterbagian,
faktor, kelipatan, serta pola hubungan antar bilangan. Semua konsep ini
saling berkaitan dan membentuk sistem pengetahuan yang terstruktur
dan koheren, sehingga teori bilangan menjadi fondasi penting dalam
analisis matematis maupun komputasional.

2. Struktur Dasar: Keterbagian dan Bilangan Prima

Konsep keterbagian menjadi dasar utama dalam teori bilangan,
di mana suatu bilangan dikatakan membagi bilangan lain jika terdapat
hubungan perkalian yang tepat di antara keduanya. Struktur ini
melahirkan konsep lanjutan seperti faktor persekutuan terbesar (FPB)
dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK), yang sangat penting dalam
berbagai analisis matematis. Di atas fondasi ini, bilangan prima muncul
sebagai elemen fundamental karena hanya memiliki dua faktor, yaitu 1
dan dirinya sendiri. Setiap bilangan bulat positif lebih dari 1 dapat
difaktorkan secara unik menjadi perkalian bilangan prima. Bilangan
prima berperan sebagai “blok pembangun” seluruh bilangan bulat
melalui prinsip faktorisasi unik, sebagaimana dinyatakan dalam
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Teorema Dasar Aritmetika. Keunikan faktorisasi ini memiliki implikasi
besar dalam komputasi, terutama dalam sistem kriptografi modern yang
mengandalkan kesulitan memecah bilangan besar menjadi faktor
primanya. Dengan demikian, struktur sederhana dari bilangan prima
justru menjadi kunci dalam membangun sistem keamanan yang
kompleks.

3. Aritmetika Modular dan Struktur Siklis

Aritmetika modular memperluas konsep bilangan bulat dengan
memperkenalkan sistem perhitungan berbasis sisa pembagian. Dalam
sistem ini, dua bilangan dianggap ekuivalen jika memiliki sisa yang sama
terhadap suatu modulus tertentu, yang dinyatakan dalam relasi
kongruensi. Struktur ini membentuk kelas-kelas residu yang membagi
himpunan bilangan bulat menjadi kelompok-kelompok teratur.

Notasi: a=b (mod n)

Salah  satu  keunggulan  aritmetika modular  adalah
kemampuannya menyederhanakan perhitungan besar ke dalam ruang
yang lebih kecil dan terkontrol. Operasi seperti penjumlahan,
pengurangan, dan perkalian tetap konsisten dalam sistem ini, sehingga
sangat cocok untuk implementasi dalam komputer. Selain itu, konsep
seperti invers modular dan algoritma Euclidean (termasuk versi
diperluasnya) memungkinkan penyelesaian persamaan modular secara
efisien. Teorema seperti Teorema Kecil Fermat dan Teorema Euler
semakin memperkaya struktur ini dengan memberikan hubungan penting
dalam operasi eksponensial modular, yang menjadi dasar bagi banyak
algoritma modern.

Distribusi bilangan dalam aritmetika modular membentuk pola
siklik. Pola ini digunakan dalam desain algoritma pseudo-random
number generator. Struktur modular membantu menciptakan urutan
bilangan yang tampak acak. Bilangan modular juga digunakan dalam
graf siklik. Struktur ini muncul dalam berbagai aplikasi jaringan dan
teori graf. Hubungan antar node dapat dimodelkan menggunakan operasi
modular. Aritmetika modular menjadi dasar dalam sistem waktu
komputer. Jam digital menggunakan sistem modulo 24 atau 12 untuk
merepresentasikan siklus waktu. Struktur ini menunjukkan penerapan
langsung teori bilangan dalam kehidupan sehari-hari.
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Aritmetika modular juga digunakan dalam hash function. Fungsi
hash menghasilkan nilai tetap dari input yang berukuran variabel.
Operasi modular membantu memastikan distribusi nilai yang merata
dalam ruang hash. Sistem checksum dalam deteksi kesalahan juga
menggunakan prinsip modular. Penjumlahan data dilakukan dalam
sistem modulo tertentu untuk menghasilkan nilai verifikasi. Struktur ini
membantu mendeteksi kesalahan transmisi data. Dalam teori kode,
aritmetika modular digunakan untuk membangun kode koreksi
kesalahan. Struktur ini memungkinkan deteksi dan koreksi kesalahan
dalam transmisi informasi digital. Konsep ini penting dalam komunikasi
data.

4. Aplikasi Teori Bilangan dalam Informatika dan Keamanan

Teori bilangan memiliki aplikasi yang sangat luas dalam
informatika, terutama dalam kriptografi, keamanan siber, dan desain
algoritma. Sistem keamanan digital seperti HTTPS dan enkripsi end-to-
end bergantung pada prinsip-prinsip teori bilangan, khususnya pada
kesulitan faktorisasi bilangan besar dan operasi eksponensial modular.
Dalam sistem RSA, misalnya, proses enkripsi dan dekripsi dilakukan
melalui operasi modular yang kompleks namun efisien secara
komputasi. Selain itu, aritmetika modular juga digunakan dalam fungsi
hash untuk memastikan distribusi data yang merata, serta dalam sistem
checksum untuk mendeteksi kesalahan transmisi data. Dalam teori kode,
konsep ini memungkinkan pembangunan sistem koreksi kesalahan yang
andal. Bahkan dalam kehidupan sehari-hari, sistem waktu digital bekerja
berdasarkan prinsip modular. Lebih jauh lagi, teori bilangan juga
berperan dalam analisis kompleksitas algoritma dan pembangkitan
bilangan acak semu. Semua ini menunjukkan bahwa konsep yang
awalnya bersifat abstrak justru menjadi tulang punggung teknologi
modern, dengan dampak yang sangat besar dalam menjaga keamanan
dan efisiensi sistem informasi.

A. Keterbagian dan Algoritma Pembagian

Definisi 3.1 (Keterbagian). Bilangan bulat a habis dibagi oleh
bilangan bulat b # 0, ditulis b | a, jika terdapat bilangan bulat ¢
sehingga a = bc.
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Teorema 3.1 (Algoritma Pembagian). Untuk setiap bilangan
bulat a dan bilangan bulat positif d, terdapat bilangan bulat unik
q (hasil bagi, quotient) dan r (sisa, remainder) sehingga a = dq +
r, dengan 0 <r <d.

1. Konsep Dasar Algoritma Pembagian

Algoritma Pembagian merupakan salah satu teorema paling
fundamental dalam teori bilangan, yang menyatakan bahwa untuk setiap
bilangan bulat ¢ dan pembagi positif d, terdapat pasangan unik bilangan
bulat ¢ (hasil bagi) dan r (sisa) sehingga a = dg + r dengan 0 <r <d.
Meskipun tampak sederhana, teorema ini menjadi fondasi dari seluruh
aritmetika modular dan banyak algoritma penting dalam matematika
maupun komputasi. Dalam praktik pemrograman, konsep ini
diwujudkan melalui operasi div dan mod, yang digunakan hampir di
semua bahasa seperti Python, C, dan Java. Hal ini menunjukkan bahwa
konsep matematika dasar sering kali menjadi tulang punggung
mekanisme komputasi modern.

2. Sifat Konstruktif dan Keunikan Representasi

Algoritma Pembagian tidak hanya bersifat eksistensial, tetapi
juga konstruktif, karena tidak sekadar menyatakan keberadaan ¢ dan r,
melainkan juga memberikan cara untuk menemukannya. Keunikan
pasangan (q,7) memastikan bahwa setiap bilangan bulat memiliki
representasi yang konsisten terhadap suatu pembagi. Struktur ini menjadi
dasar berbagai sistem bilangan seperti desimal, biner, dan oktal. Tanpa
keunikan ini, representasi bilangan dalam komputer tidak akan stabil.
Secara matematis, pembuktian keunikan biasanya dilakukan dengan
kontradiksi, yaitu dengan menunjukkan bahwa dua representasi berbeda
akan menghasilkan selisih kelipatan d, yang hanya mungkin jika
keduanya sebenarnya sama.

3. Pembuktian melalui Well-Ordering Principle

Pembuktian teorema ini biasanya dilakukan melalui prinsip well-
ordering pada himpunan bilangan bulat tak negatif. Himpunan kandidat
sisa dibentuk dari ekspresi a — dg untuk semua kemungkinan g.
Pemilihan ¢ yang tepat menghasilkan nilai r terkecil yang masih tidak
negatif. Struktur ini memastikan bahwa r selalu berada dalam batas 0 <
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r < d. Ketunggalan pasangan diperoleh melalui kontradiksi dengan
asumsi adanya dua representasi berbeda yang menghasilkan selisih
kelipatan d, yang hanya mungkin terjadi jika kedua pasangan tersebut
identik.

4. Hubungan dengan Keterbagian

Hubungan antara keterbagian dan Algoritma Pembagian terlihat
jelas pada definisi formal b | a. Ekspresi a = bc dapat dipandang sebagai
kasus khusus dari teorema pembagian ketika sisa » = (. Kondisi ini
memberikan batasan yang tegas terhadap struktur bilangan bulat.
Bilangan yang memiliki sifat keterbagian oleh bilangan lain membentuk
struktur aljabar yang dikenal sebagai ideal dalam teori ring. Struktur ini
menjadi dasar dalam pengembangan teori bilangan modern.

Keterbagian juga memiliki sifat transitif yang penting. Jika b | a
dan ¢ | b, maka ¢ | a. Sifat ini dapat dibuktikan langsung melalui
substitusi bentuk a = bk dan b = cm sehingga a = c(mk). Struktur ini
menunjukkan bahwa relasi keterbagian memiliki konsistensi internal
yang kuat dalam sistem bilangan bulat. Sifat ini juga menjadi dasar
dalam analisis faktor prima dan dekomposisi bilangan.

5. Implementasi dalam Komputasi

Algoritma Pembagian tidak hanya berfungsi sebagai alat teoretis,
tetapi juga sebagai prosedur komputasional. Implementasi dalam bahasa
pemrograman modern seperti C, Java, Python, dan lainnya menggunakan
instruksi mesin yang secara langsung mengoperasikan pembagian
integer dan pengambilan modulus. Operasi div menghasilkan nilai g,
sedangkan mod menghasilkan nilai ». Perbedaan implementasi pada
berbagai bahasa sering berkaitan dengan cara pembulatan, terutama pada
bilangan negatif, yang memerlukan definisi konsisten untuk menjaga
kesesuaian dengan teori matematis.

Perilaku pembagian pada bilangan negatif menimbulkan variasi
interpretasi. Beberapa sistem menggunakan pembulatan ke arah nol,
sedangkan sistem lain menggunakan pembulatan ke bawah (floor
division). Definisi matematis Algoritma Pembagian biasanya
mengasumsikan pembagi positif sehingga menghindari ambiguitas
tersebut. Perluasan ke bilangan negatif tetap dimungkinkan dengan
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penyesuaian definisi sisa agar tetap berada dalam interval yang
konsisten.

Representasi bilangan melalui @ = dg + r memiliki makna
geometris pada garis bilangan. Bilangan a dapat dipandang sebagai titik
yang diproyeksikan terhadap kelipatan d. Nilai ¢ menunjukkan jumlah
langkah penuh sepanjang interval d, sedangkan » menunjukkan posisi
relatif terhadap titik kelipatan terdekat di bawah a. Interpretasi ini
memperkuat pemahaman bahwa pembagian bukan hanya operasi
aritmetika, melainkan juga transformasi struktur ruang bilangan.

6. Aritmetika Modular dan Kelas Residu
Dari algoritma pembagian muncul konsep kongruensi:

a=b(modd) & d|(a—b)
Relasi ini membagi bilangan bulat menjadi kelas-kelas ekuivalensi:
l[al]={a+kd|keZ}
Setiap kelas memiliki representasi unik oleh sisa » dalam:
{0,1,2,...,d-1}

Dua bilangan a dan b dikatakan kongruen modulo d jika d | (a — b). Relasi
ini menghasilkan partisi himpunan bilangan bulat ke dalam kelas-kelas
ekuivalensi. Setiap kelas ekuivalensi memiliki representasi unik dalam
bentuk sisa » pada interval 0 hingga d — 1. Struktur ini membentuk sistem
aljabar tertutup terhadap operasi penjumlahan, pengurangan, dan
perkalian.

Sifat penutupan dalam aritmetika modular dapat dijelaskan
melalui penggunaan Algoritma Pembagian pada hasil operasi. Jika:

a=b (mod d), ¢ = e (mod d)
maka:
o Penjumlahan:
a+c=b+e(modd)
e Perkalian:
ac = be (mod d)

Sifat ini menunjukkan bahwa sistem modular bersifat tertutup terhadap
operasi aritmetika. Selain itu, representasi ini memungkinkan
penyederhanaan perhitungan besar dengan mengganti bilangan besar

Buku Referensi 83



menjadi representasi sisanya. Teknik ini sangat penting dalam
kriptografi modern seperti RSA, di mana operasi eksponensial dilakukan
dalam ruang modular untuk menjaga efisiensi dan keamanan.

7. Peran dalam Algoritma Euclidean

Algoritma Pembagian juga menjadi dasar dari algoritma
Euclidean untuk mencari Faktor Persekutuan Terbesar (FPB). Algoritma
ini memanfaatkan identitas @ = bg + r untuk mereduksi pasangan
bilangan menjadi pasangan yang lebih kecil tanpa mengubah FPB.
Proses iteratif ini berlanjut hingga sisa menjadi nol. Nilai pembagi
terakhir sebelum sisa nol menjadi FPB dari dua bilangan awal. Struktur
ini menunjukkan hubungan langsung antara pembagian dan dekomposisi
faktor. Untuk a, b€ Z b #0:

gcd (a,b) = ged(b, a mod b)
Pembuktian:
Misalkan:

a=bg+r

Setiap pembagi bersama dari a dan b juga membagi r. Sebaliknya, setiap
pembagi bersama dari b dan » juga membagi a. Maka:

gcd (a,b) = ged (b,r)

Representasi berulang dari Algoritma Pembagian menghasilkan
bentuk rantai pembagian yang dikenal sebagai algoritma Euclidean
diperluas. Bentuk ini tidak hanya menghitung FPB, tetapi juga
menemukan koefisien yang memenuhi identitas Bézout. Identitas
tersebut menyatakan bahwa FPB dari ¢ dan b dapat ditulis sebagai
kombinasi linear dari kedua bilangan tersebut. Struktur ini memiliki
implikasi penting dalam teori invers modular.

Teorema 2.6 (Identitas Bézout)
Untuk setiap a,b € Z, terdapat x,y € Z sehingga:

gcd (a,b) = ax + by
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Implikasi penting:
Jika ged(a,d)=1, maka terdapat invers modular:

ax =1 (mod d)

Invers modular muncul ketika terdapat bilangan x yang
memenuhi ax = [ (mod d). Keberadaan invers ini bergantung pada
kondisi FPB (a, d) = I. Algoritma Euclidean diperluas memberikan cara
sistematis untuk menemukan nilai invers tersebut. Konsep ini menjadi
inti dalam sistem kriptografi kunci publik yang mengandalkan kesulitan
faktorisasi bilangan besar.

Teorema Fermat Kecil
Jika p bilangan prima dan a =0 (mod p), maka:

@ '=1 (mod p)

Ide Pembuktian: Menggunakan fakta bahwa perkalian kelas residu
non-nol membentuk grup.

Teorema Euler
Jika gcd (a,n) = 1, maka:

a*™=1 (mod n)
dengan ¢(n) adalah fungsi totien Euler.

Generalisasi ke Polinomial
Struktur algoritma pembagian juga berlaku pada polynomial. Untuk

polinomial f{(x) dan g(x) # 0, terdapat g(x), (x) sehingga:

Jx) = gx)gq(x) + r(x)

dengan:
deg(r) < deg(g)

Algoritma pembagian bukan sekadar prosedur aritmetika,
melainkan struktur fundamental yang melandasi hampir seluruh teori
bilangan dan komputasi modern. Dari representasi bilangan,
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pembentukan sistem modular, hingga algoritma kriptografi, semuanya
berakar pada prinsip sederhana namun kuat:

a=dq+r

Kesederhanaan bentuk ini menyembunyikan kekuatan struktural yang
memungkinkan pengembangan teori yang sangat luas, sekaligus
memberikan dasar implementasi dalam sistem digital modern.

B. Bilangan Prima dan Faktorisasi

Definisi 3.2 (Bilangan Prima). Bilangan bulat positif p > 1
disebut prima jika satu-satunya pembagi positifnya adalah 1 dan
p sendiri. Bilangan bulat > 1 yang bukan prima disebut komposit.
Teorema 3.2 (Teorema Fundamental Aritmetika). Setiap
bilangan bulat n > 1 dapat ditulis secara unik (hingga urutan)
sebagai hasil kali bilangan prima: n = p:! p2* ... p*, dengan p: <
p2 <... <pk adalah bilangan prima dan a; > 1.

1. Pengertian Bilangan Prima dan Kedudukannya dalam Sistem
Bilangan Bulat

Bilangan prima merupakan salah satu konsep paling mendasar
dalam matematika, khususnya dalam cabang teori bilangan. Secara
definisi, bilangan prima adalah bilangan bulat positif yang lebih besar
dari 1 dan hanya mempunyai dua pembagi positif, yaitu angka 1 dan
dirinya sendiri. Dengan kata lain, bilangan prima tidak dapat dibagi habis
oleh bilangan lain selain dua pembagi tersebut. Contoh paling sederhana
dari bilangan prima adalah 2, 3, 5, 7, 11, 13, dan seterusnya. Sebaliknya,
bilangan yang mempunyai lebih dari dua pembagi disebut bilangan
komposit, seperti 4, 6, 8, 9, 10, dan lain-lain. Bilangan 1 sendiri tidak
termasuk bilangan prima maupun komposit karena hanya memiliki satu
pembagi positif, yaitu dirinya sendiri. Pengecualian terhadap angka 1 ini
sangat penting agar struktur faktorisasi dalam matematika tetap
konsisten.

Bilangan prima sering disebut sebagai unsur dasar dalam sistem
bilangan bulat. Hal ini disebabkan karena setiap bilangan bulat positif

86 Matematika Untuk Informatika



yang lebih besar dari 1 pada akhirnya dapat dibentuk dari hasil kali
bilangan prima. Sebagai contoh, bilangan 6 dapat ditulis sebagai 2 x 3,
bilangan 12 dapat ditulis sebagai 2 x 2 x 3, dan bilangan 30 dapat ditulis
sebagai 2 x 3 x 5. Dari contoh-contoh ini terlihat bahwa bilangan
komposit sebenarnya merupakan susunan dari beberapa bilangan prima.
Oleh sebab itu, bilangan prima sering dianalogikan sebagai atom dalam
dunia kimia. Sebagaimana zat kompleks tersusun dari atom-atom
sederhana, maka bilangan bulat tersusun dari elemen-elemen prima.

Kedudukan bilangan prima dalam sistem bilangan bulat sangat
istimewa karena mereka merupakan titik awal dari proses faktorisasi.
Jika seseorang ingin memahami struktur suatu bilangan, maka langkah
pertama yang dilakukan adalah memecah bilangan tersebut ke dalam
faktor-faktor primanya. Proses ini disebut faktorisasi prima. Dengan
mempelajari faktor prima dari suatu bilangan, seseorang dapat
mengetahui banyak sifat lain dari bilangan tersebut, seperti apakah
bilangan itu genap atau ganjil, berapa banyak pembaginya, apakah ia
kelipatan bilangan tertentu, dan sebagainya. Dengan demikian, bilangan
prima menjadi kunci untuk membuka pemahaman yang lebih dalam
terhadap bilangan bulat secara umum.

Bilangan prima juga menunjukkan bahwa dalam matematika
terdapat struktur yang sederhana namun sangat kuat. Meskipun
definisinya singkat, konsekuensi dari keberadaan bilangan prima sangat
luas. Dari daftar bilangan prima pertama saja, kita dapat melihat pola
yang menarik. Misalnya, selain angka 2, semua bilangan prima adalah
bilangan ganjil. Hal ini terjadi karena setiap bilangan genap yang lebih
besar dari 2 pasti habis dibagi 2 sehingga tidak mungkin prima. Fakta
sederhana seperti ini menunjukkan bahwa bilangan prima memiliki sifat-
sifat khusus yang membedakannya dari bilangan lain.

Selain itu, jumlah bilangan prima tidak terbatas. Fakta ini telah
dibuktikan oleh Euclid lebih dari dua ribu tahun lalu. Ia menunjukkan
bahwa tidak mungkin daftar bilangan prima berhenti pada suatu titik
tertentu. Jika seseorang menganggap bahwa semua bilangan prima telah
didaftarkan, maka selalu dapat dibentuk bilangan baru yang
menghasilkan kontradiksi terhadap anggapan tersebut. Pembuktian ini
sangat terkenal karena sederhana tetapi sangat mendalam. Hasil tersebut
menyatakan bahwa bilangan prima akan terus muncul tanpa batas,
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meskipun semakin besar bilangan yang ditinjau, kemunculannya
semakin jarang.

Bilangan prima juga memiliki nilai pendidikan yang tinggi dalam
pembelajaran matematika. Konsep ini sering menjadi salah satu topik
awal yang memperkenalkan siswa pada ide pembuktian, pola bilangan,
dan logika deduktif. Ketika siswa mempelajari cara menentukan apakah
suatu bilangan prima atau komposit, mereka secara tidak langsung
belajar tentang pembagian, sisa, pola, dan efisiensi perhitungan.
Misalnya, untuk menentukan apakah 97 adalah bilangan prima,
seseorang tidak perlu mencoba membagi dengan semua angka sampai
96, melainkan cukup memeriksa pembagi prima hingga akar kuadrat dari
97. Ini menunjukkan bahwa bahkan konsep dasar bilangan prima sudah
mengandung ide algoritmik.

Dalam sistem bilangan bulat, bilangan prima juga menjadi dasar
berbagai operasi lanjutan seperti mencari faktor persekutuan terbesar
(FPB) dan kelipatan persekutuan terkecil (KPK). Dengan memecah dua
bilangan ke dalam faktor primanya, seseorang dapat menentukan FPB
dan KPK dengan cara sistematis. Sebagai contoh, FPB dari 24 dan 36
dapat diperoleh dari faktor prima yang sama, sedangkan KPK diperoleh
dari gabungan faktor prima dengan pangkat tertinggi. Metode ini sangat
umum digunakan dalam pendidikan dasar hingga menengah dan
memperlihatkan bahwa bilangan prima mempunyai kegunaan praktis
yang nyata.

Di sisi lain, bilangan prima juga memiliki keindahan tersendiri.
Banyak matematikawan tertarik pada pola kemunculan bilangan prima
karena tampak acak tetapi sebenarnya memiliki keteraturan tertentu.
Tidak ada rumus sederhana yang langsung menghasilkan seluruh
bilangan prima secara berurutan, namun banyak pendekatan yang dapat
memperkirakan distribusinya. Ketertarikan ini menjadikan bilangan
prima sebagai salah satu objek penelitian tertua sekaligus paling aktif
dalam sejarah matematika.

Secara filosofis, bilangan prima menggambarkan gagasan bahwa
kompleksitas dapat dibangun dari kesederhanaan. Semua bilangan
komposit yang besar dan rumit pada dasarnya hanya tersusun dari
kombinasi bilangan prima. Prinsip ini tidak hanya berlaku dalam
matematika, tetapi juga mencerminkan banyak sistem di alam dan ilmu
pengetahuan, di mana struktur besar tersusun dari elemen-elemen kecil
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yang mendasar. Oleh karena itu, memahami bilangan prima bukan hanya
mempelajari jenis bilangan tertentu, tetapi juga memahami bagaimana
matematika membangun struktur dari dasar yang sederhana menuju
bentuk yang kompleks. Dengan demikian, pengertian bilangan prima
dan kedudukannya dalam sistem bilangan bulat merupakan fondasi
penting bagi hampir seluruh teori bilangan. Dari definisi yang sangat
sederhana, lahirlah berbagai konsep besar yang memengaruhi
matematika murni, pendidikan, logika, hingga teknologi modern.
Bilangan prima menunjukkan bahwa objek paling sederhana sering kali
menyimpan peranan paling besar dalam ilmu pengetahuan.

2. Teorema Fundamental Aritmetika dan Keunikan Faktorisasi

Teorema Fundamental Aritmetika merupakan salah satu hasil
paling penting dalam teori bilangan dan menjadi fondasi utama dalam
memahami struktur bilangan bulat positif. Teorema ini menyatakan
bahwa setiap bilangan bulat positif yang lebih besar dari 1 dapat
dinyatakan sebagai hasil kali bilangan-bilangan prima, dan representasi
tersebut bersifat unik kecuali urutan penulisannya. Artinya, tidak ada dua
susunan faktor prima yang berbeda untuk bilangan yang sama. Sebagai
contoh, bilangan 60 dapat ditulis sebagai 22 x 3 x 5. Bentuk ini
merupakan satu-satunya faktorisasi prima dari 60. Kita boleh menulisnya
sebagai 3 x 2 x 5 x 2 atau urutan lainnya, tetapi faktor primanya tetap
sama, yaitu dua buah angka 2, satu angka 3, dan satu angka 5.

Teorema ini terlihat sederhana, tetapi memiliki makna yang
sangat mendalam. Bagian pertama dari teorema menjelaskan bahwa
setiap bilangan komposit dapat dipecah menjadi faktor-faktor prima.
Bagian kedua yang lebih penting menyatakan bahwa pemecahan tersebut
selalu unik. Tanpa keunikan ini, sistem bilangan akan kehilangan
kestabilan logis. Banyak konsep matematika seperti FPB, KPK,
pembagian, kongruensi modular, dan fungsi aritmetika tidak akan
memiliki dasar yang kuat apabila suatu bilangan dapat memiliki lebih
dari satu faktorisasi prima yang berbeda.

Untuk memahami pentingnya teorema ini, kita dapat melihat
beberapa contoh sederhana. Bilangan 18 dapat ditulis sebagai 2 x 9, lalu
9 dipecah menjadi 3 x 3, sehingga hasil akhirnya adalah 2 x 32, Kita juga
bisa mulai dari 6 x 3, lalu 6 dipecah menjadi 2 % 3. Hasil akhirnya tetap
sama, yaitu 2 x 32, Contoh lain adalah 84 yang dapat ditulis sebagai 2 x
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42, lalu menjadi 2 x 2 x 21, dan akhirnya menjadi 22 x 3 x 7. Meskipun
jalur pemecahannya berbeda, hasil akhir berupa faktor prima selalu
sama. Inilah yang dimaksud dengan keunikan faktorisasi.

Dalam sejarah matematika, gagasan dasar teorema ini telah
dikenal sejak zaman Euclid sekitar 300 SM melalui karya monumental
Elements. Euclid membahas sifat pembagian dan bilangan prima dengan
metode pembuktian logis yang masih menjadi dasar matematika modern.
Fakta bahwa teorema kuno ini tetap relevan hingga sekarang
menunjukkan kekuatan konsep-konsep klasik dalam ilmu pengetahuan.
Keunikan faktorisasi memberikan identitas aritmetika bagi setiap
bilangan. Setiap bilangan memiliki “sidik jari” yang khas berupa faktor-
faktor primanya. Misalnya, 72 memiliki identitas 2* x 3% sedangkan 90
memiliki identitas 2 x 32 x 5. Tidak ada bilangan lain yang memiliki
kombinasi faktor prima yang sama persis kecuali bilangan itu sendiri.
Dengan demikian, faktorisasi prima berfungsi sebagai sistem identifikasi
numerik yang sangat akurat.

Teorema ini juga mempermudah penyelesaian berbagai
persoalan matematika. Dalam mencari FPB dari dua bilangan, kita cukup
mengambil faktor prima yang sama dengan pangkat terkecil. Sebagai
contoh, FPB dari 36 dan 48 diperoleh dari:

36 =2%x 32

48 =24x3

Faktor prima yang sama adalah 2 dan 3, sehingga FPB = 22 x 3 = 12.
Untuk KPK, digunakan pangkat terbesar, sehingga KPK = 2* x 32 =144,
Tanpa konsep faktorisasi prima, metode seperti ini akan jauh lebih sulit
dilakukan secara sistematis.

Di bidang aljabar, Teorema Fundamental Aritmetika menjadi
contoh awal dari konsep domain faktorisasi unik (unique factorization
domain). Bilangan bulat merupakan himpunan tempat setiap elemen
dapat difaktorkan secara unik ke dalam elemen tak tereduksi. Konsep ini
kemudian diperluas ke polinom, gelanggang aljabar, dan struktur abstrak
lainnya. Dengan kata lain, teorema ini bukan hanya berlaku pada angka
biasa, tetapi menjadi model penting dalam pengembangan aljabar
modern.

Dalam komputasi, keunikan faktorisasi juga memiliki nilai
praktis yang besar. Banyak algoritma menggunakan struktur faktor
prima untuk efisiensi perhitungan. Misalnya, menentukan jumlah
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pembagi suatu bilangan dapat dilakukan dari pangkat faktor primanya.
Jika:

n=p:®x pzb X p3°
maka jumlah pembagi positif n adalah:
@+ Db+ 1)(c+1)

Sebagai contoh, 72 = 2% x 32, sehingga jumlah pembaginya adalah
(3+1)(2+1) = 12 pembagi. Rumus ini hanya mungkin diperoleh karena
struktur faktorisasi yang unik dan konsisten.

Keunikan faktorisasi juga berkaitan erat dengan konsep
pembagian habis. Jika suatu bilangan prima membagi hasil kali dua
bilangan, maka bilangan prima tersebut harus membagi salah satu faktor.
Sifat ini sangat penting dalam pembuktian matematika dan menjadi dasar
banyak teorema lanjutan. Misalnya, jika 5 membagi a x b, maka 5 harus
membagi a atau membagi b. Sifat seperti ini tidak selalu berlaku untuk
bilangan komposit.

Di bidang pendidikan, Teorema Fundamental Aritmetika
membantu siswa memahami bahwa matematika memiliki keteraturan
tersembunyi. Meskipun angka tampak banyak dan beragam, semuanya
dapat ditelusuri kembali ke unsur-unsur dasar yang sama, yaitu bilangan
prima. Pemahaman ini melatih pola pikir analitis dan kemampuan
melihat struktur di balik kerumitan. Secara filosofis, teorema ini
menunjukkan bahwa setiap objek kompleks dapat diuraikan ke
komponen sederhana dengan cara yang pasti. Dalam banyak bidang
ilmu, prinsip seperti ini sangat penting. Kimia memecah zat menjadi
atom, linguistik memecah bahasa menjadi unsur dasar, dan matematika
memecah bilangan menjadi faktor prima. Karena itu, Teorema
Fundamental Aritmetika tidak hanya penting secara teknis, tetapi juga
menggambarkan cara berpikir ilmiah yang universal.

Dalam perkembangan teknologi modern, konsep ini menjadi
dasar kriptografi, algoritma numerik, teori informasi, dan keamanan
digital. Sistem RSA, misalnya, bergantung pada fakta bahwa setiap
bilangan besar memiliki struktur faktor prima yang unik, tetapi sulit
ditemukan jika bilangannya sangat besar. Jadi, teorema kuno ini justru
menjadi pelindung data di era digital. Dengan demikian, Teorema
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Fundamental Aritmetika bukan sekadar aturan tentang pemfaktoran
bilangan. Teorema ini adalah pilar utama dalam teori bilangan, sumber
keteraturan dalam sistem angka, alat praktis dalam perhitungan, dasar
bagi cabang matematika lanjutan, dan fondasi bagi banyak teknologi
modern. Kesederhanaan pernyataannya menyimpan pengaruh yang
sangat luas dan mendalam dalam sejarah matematika.

3. Bilangan Prima sebagai Struktur Matematis dan Aljabar

Bilangan prima tidak hanya dipahami sebagai bilangan yang
memiliki tepat dua pembagi positif, tetapi juga sebagai objek yang
memiliki kedudukan sangat penting dalam struktur matematis dan
aljabar. Dalam aritmetika dasar, bilangan prima dikenal sebagai unsur
penyusun semua bilangan bulat positif. Namun jika dilihat dari
perspektif yang lebih tinggi, bilangan prima merupakan elemen
fundamental yang membentuk keteraturan dalam sistem bilangan.
Karena itu, kajian tentang bilangan prima tidak berhenti pada
perhitungan sederhana, melainkan berkembang ke dalam teori grup, teori
gelanggang, teori medan, dan berbagai cabang aljabar abstrak lainnya.

Salah satu cara memahami peran struktural bilangan prima
adalah melalui faktorisasi prima. Setiap bilangan bulat positif lebih dari
1 dapat dinyatakan sebagai hasil kali bilangan prima secara unik.
Misalnya, 90 = 2 x 32 x 5 dan 72 = 23 x 32 Bentuk seperti ini
menunjukkan bahwa setiap bilangan dapat dipetakan ke daftar eksponen
dari faktor-faktor primanya. Jika seluruh bilangan prima disusun sebagai
2, 3, 5, 7, 11, dan seterusnya, maka setiap bilangan bulat dapat
direpresentasikan sebagai urutan pangkat dari prima-prima tersebut.
Sebagai contoh, 72 dapat ditulis sebagai (3,2,0,0,0,...) karena memiliki
pangkat 3 pada faktor 2, pangkat 2 pada faktor 3, dan nol pada prima
berikutnya.

Representasi ini sangat penting karena mengubah cara kita
memandang bilangan. Bilangan bukan lagi sekadar angka tunggal,
melainkan objek struktural yang tersusun dari komponen-komponen
dasar. Operasi perkalian antar bilangan kemudian berubah menjadi
penjumlahan antar eksponen. Misalnya:

72=2"x 3
10=2x5
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Jika dikalikan:
72 x10=24%x32x5

Artinya, pangkat-pangkat faktor prima cukup dijumlahkan. Ini
menunjukkan adanya hubungan mendalam antara struktur perkalian dan
struktur penjumlahan. Dalam bahasa aljabar, terdapat korespondensi
antara sistem multiplikatif bilangan bulat positif dengan sistem aditif dari
vektor eksponen. Gagasan ini sangat elegan karena operasi yang tampak
rumit dapat diubah menjadi operasi yang lebih sederhana.

Dalam teori aljabar abstrak, himpunan bilangan bulat positif
dengan operasi perkalian membentuk semigrup, yaitu himpunan dengan
operasi asosiatif. Bilangan prima di dalam semigrup ini bertindak
sebagai generator dasar. Maksudnya, semua elemen lain dapat dibentuk
dari hasil kali elemen-elemen prima. Ini menunjukkan bahwa bilangan
prima memiliki fungsi generatif. Tanpa bilangan prima, struktur
perkalian bilangan bulat tidak dapat dijelaskan secara lengkap.

Bilangan prima juga berperan penting dalam teori gelanggang
(ring theory). Dalam himpunan bilangan bulat, konsep prima berkaitan
erat dengan elemen tak tereduksi (irreducible element). Suatu bilangan
prima tidak dapat dipecah menjadi hasil kali dua bilangan bulat positif
selain 1 dan dirinya sendiri. Konsep ini kemudian diperluas ke sistem
lain seperti polinom dan gelanggang aljabar. Misalnya, dalam polinom,
ada polinom prima yang berfungsi seperti bilangan prima dalam bilangan
bulat. Dengan demikian, gagasan bilangan prima menjadi model dasar
bagi banyak struktur matematika lain. Dalam teori grup, bilangan prima
juga memiliki peranan khusus. Salah satu hasil penting menyatakan
bahwa grup dengan orde prima selalu bersifat siklik. Artinya, jika jumlah
elemen suatu grup adalah bilangan prima p, maka seluruh grup dapat
dibangkitkan oleh satu elemen saja. Ini menunjukkan bahwa bilangan
prima sering menghasilkan struktur yang sederhana, simetris, dan mudah
dianalisis. Karena itu, bilangan prima sering muncul dalam pembahasan
struktur grup hingga dan teori simetri.

Selain itu, bilangan prima menjadi dasar pembentukan medan
hingga (finite field). Untuk setiap bilangan prima p, dapat dibentuk
sistem bilangan modulo p yang dilambangkan dengan Fp atau Z/pZ.
Dalam sistem ini, operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian, dan
pembagian (kecuali dengan nol) semuanya terdefinisi dengan baik.
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Sebagai contoh, dalam modulo 5, angka 2 memiliki invers perkalian 3
karena:

2x3=6=1(mod5)

Sifat ini hanya bekerja sempurna ketika modulusnya adalah bilangan
prima. Jika modulus komposit, maka tidak semua elemen memiliki
invers. Oleh karena itu, bilangan prima menjadi syarat penting untuk
membangun medan aljabar yang stabil.

Bilangan prima juga memiliki hubungan dengan matriks, ruang
vektor, dan teori representasi. Banyak struktur diskret menjadi lebih
sederhana ketika ukuran sistemnya adalah bilangan prima. Dalam
kombinatorika, geometri hingga, dan desain eksperimental, bilangan
prima sering digunakan untuk menciptakan pola yang seimbang dan
simetris. Hal ini terjadi karena sifat aritmetika modulo prima lebih bersih
dan bebas dari banyak komplikasi. Secara konseptual, bilangan prima
menunjukkan bahwa struktur besar dapat dibangun dari komponen
sederhana. Ini merupakan prinsip universal dalam matematika. Sama
seperti molekul tersusun dari atom, bilangan bulat tersusun dari prima.
Tetapi lebih jauh lagi, sistem aljabar kompleks juga sering bergantung
pada sifat-sifat prima. Karena itu, bilangan prima menjadi jembatan
antara aritmetika dasar dan matematika abstrak tingkat tinggi.

Dalam pendidikan tinggi, pembelajaran bilangan prima sering
menjadi pintu masuk menuju pemahaman aljabar modern. Mahasiswa
belajar bahwa konsep sederhana dari sekolah ternyata berkembang
menjadi teori yang sangat luas dan mendalam. Dari sekadar angka seperti
2, 3, dan 5, lahirlah medan hingga, teori grup, kriptografi, dan struktur
abstrak lainnya. Dengan demikian, bilangan prima sebagai struktur
matematis dan aljabar memiliki arti yang jauh lebih luas daripada
sekadar jenis bilangan tertentu. Ia adalah fondasi pembentuk sistem
bilangan, generator dalam struktur multiplikatif, model bagi elemen tak
tereduksi, dasar pembentukan medan hingga, dan komponen penting
dalam teori aljabar modern. Keberadaan bilangan prima menunjukkan
bahwa dari konsep sederhana dapat tumbuh struktur matematika yang
sangat kaya dan berpengaruh luas.

94 Matematika Untuk Informatika



4. Distribusi Bilangan Prima dan Kajian Teori Bilangan Modern

Salah satu hal paling menarik dari bilangan prima adalah cara
kemunculannya di antara bilangan bulat positif. Bilangan prima tampak
muncul tanpa pola sederhana. Pada awal deret bilangan, kita menemukan
2,3,5,7,11, 13, 17, 19, lalu muncul jeda di beberapa tempat seperti
antara 23 dan 29. Jika diamati sekilas, penyebaran ini terlihat acak. Tidak
ada pola periodik sederhana seperti bilangan genap yang muncul setiap
dua langkah atau kelipatan tiga yang muncul secara teratur. Justru sifat
inilah yang membuat distribusi bilangan prima menjadi salah satu topik
paling penting dalam teori bilangan modern.

Secara lokal, posisi bilangan prima sulit diprediksi. Kita tidak
dapat menentukan dengan mudah apakah sebuah bilangan besar tertentu
pasti prima atau bukan tanpa pemeriksaan khusus. Misalnya, dua
bilangan ganjil berurutan belum tentu keduanya prima. Ada pasangan
prima kembar seperti 11 dan 13, atau 17 dan 19, tetapi ada juga rentang
panjang yang tidak memuat bilangan prima sama sekali. Hal ini
menunjukkan bahwa distribusi prima bersifat tidak teratur dalam skala
kecil. Namun secara global, bilangan prima ternyata memiliki pola
statistik yang sangat indah. Matematikawan menemukan bahwa
meskipun posisi satu per satu sulit diprediksi, jumlah bilangan prima
hingga suatu batas tertentu dapat diperkirakan dengan sangat baik. Inilah
isi dari Teorema Bilangan Prima, yang menyatakan bahwa banyaknya
bilangan prima yang kurang dari atau sama dengan n mendekati: n /
In(n). Artinya, jika n semakin besar, jumlah prima sampai n kira-kira
sama dengan n dibagi logaritma natural n. Hasil ini menunjukkan bahwa
bilangan prima makin jarang ketika angka semakin besar, tetapi tidak
pernah berhenti muncul.

Sebagai contoh, pada bilangan kecil, prima cukup rapat. Antara
1 sampai 10 terdapat empat bilangan prima: 2, 3, 5, dan 7. Tetapi pada
rentang yang jauh lebih besar, jaraknya semakin renggang. Meskipun
demikian, jumlah keseluruhannya tetap terus bertambah tanpa batas. Ini
memperlihatkan  kombinasi menarik antara kelangkaan dan
keberlanjutan. Kajian distribusi prima juga mencakup prime gaps atau
celah antar bilangan prima. Celah ini adalah selisih antara dua bilangan
prima berurutan. Misalnya, celah antara 11 dan 13 adalah 2, antara 23
dan 29 adalah 6. Para peneliti menemukan bahwa celah ini bisa menjadi
sangat besar, tetapi juga tetap sering bernilai kecil. Salah satu pertanyaan
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terkenal adalah dugaan prima kembar, yaitu apakah terdapat tak hingga
banyak pasangan prima yang selisihnya 2. Hingga kini masalah ini
belum terselesaikan sepenuhnya, meskipun telah ada kemajuan besar.

Distribusi bilangan prima juga berkaitan erat dengan fungsi zeta
Riemann. Fungsi ini menghubungkan dunia diskret bilangan prima
dengan analisis kompleks yang kontinu. Melalui rumus Euler, fungsi
zeta dapat ditulis sebagai hasil kali tak hingga atas semua bilangan prima.
Ini adalah salah satu hubungan paling menakjubkan dalam matematika
karena objek sederhana seperti prima ternyata terhubung dengan analisis
tingkat tinggi. Hipotesis Riemann, salah satu masalah terbesar
matematika modern, menyatakan bahwa semua nol non-trivial fungsi
zeta memiliki bagian real 1/2. Jika terbukti benar, maka distribusi
bilangan prima dapat dipahami dengan jauh lebih akurat. Karena
pentingnya dampak teorema ini, Hipotesis Riemann menjadi salah satu
Millennium Prize Problems.

Dalam teori bilangan komputasional, distribusi prima sangat
penting karena berkaitan dengan pencarian bilangan prima besar. Sistem
kriptografi modern memerlukan prima yang sangat besar, sehingga
pemahaman tentang kepadatan prima membantu memperkirakan berapa
lama proses pencarian prima acak akan berhasil. Karena prima masih
cukup sering muncul bahkan pada angka sangat besar, sistem digital
dapat terus menghasilkan kunci aman. Secara filosofis, distribusi
bilangan prima menunjukkan bahwa keteraturan tidak selalu tampak
langsung. Pada permukaan, bilangan prima terlihat acak. Namun ketika
dilihat melalui statistik dan analisis mendalam, terdapat hukum-hukum
global yang sangat presisi. Ini menjadi pelajaran penting dalam sains:
sistem yang tampak kacau sering menyimpan struktur tersembunyi.

Dengan demikian, distribusi bilangan prima dan kajian teori
bilangan modern memperlihatkan perpaduan antara ketidakteraturan
lokal dan keteraturan global. Bilangan prima tetap menjadi misteri
sekaligus sumber keindahan matematika. Dari pola celah sederhana
hingga Hipotesis Riemann, topik ini terus mendorong perkembangan
matematika modern dan membuka wawasan baru tentang struktur angka.

5. Faktorisasi Prima dan Peranannya dalam Kriptografi
Faktorisasi prima adalah proses memecah suatu bilangan bulat
menjadi hasil kali bilangan-bilangan prima. Dalam matematika dasar,
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proses ini tampak sederhana. Misalnya, 20 = 22 x 5 dan 45 = 32 x 5.
Namun ketika bilangan yang digunakan sangat besar, terutama ratusan
atau ribuan digit, proses faktorisasi menjadi sangat sulit. Kesulitan inilah
yang dimanfaatkan dalam kriptografi modern sebagai dasar keamanan
sistem digital.

Salah satu contoh paling terkenal adalah sistem RSA. RSA
bekerja dengan memilih dua bilangan prima besar, misalnya p dan q, lalu
mengalikannya menjadi n = p % q. Nilai n dapat diumumkan kepada
publik, tetapi nilai p dan q dirahasiakan. Mengalikan dua prima besar
relatif mudah dilakukan komputer, tetapi jika seseorang hanya
mengetahui n, maka menemukan kembali p dan q melalui faktorisasi
sangat sulit. Inilah prinsip keamanan asimetris: membuat sesuatu mudah
ke satu arah tetapi sulit dibalikkan. Dalam RSA, enkripsi menggunakan
kunci publik yang berkaitan dengan n, sedangkan dekripsi membutuhkan
informasi rahasia yang berasal dari faktor prima p dan q. Selama
faktorisasi n masih sulit dilakukan, data tetap aman.

Kesulitan faktorisasi meningkat drastis ketika ukuran bilangan
bertambah. Bilangan 15 mudah difaktorkan menjadi 3 x 5. Bilangan 221
masth cukup mudah menjadi 13 x 17. Tetapi jika n memiliki 2048 bit,
pencarian faktornya membutuhkan sumber daya komputasi yang sangat
besar. Karena itu, ukuran kunci RSA dibuat sangat panjang.

Selain RSA, konsep bilangan prima juga digunakan dalam
pertukaran kunci Diffie-Hellman dan kriptografi kurva eliptik. Pada
sistem-sistem tersebut, operasi dilakukan dalam aritmetika modular
berbasis prima besar. Bilangan prima dipilih karena menghasilkan
struktur aljabar yang baik, di mana invers dan operasi modular dapat
dilakukan secara konsisten.Kriptografi modern sangat penting dalam
kehidupan sehari-hari. Ketika seseorang melakukan transaksi perbankan
online, mengirim pesan aman, menggunakan tanda tangan digital, atau
mengakses situs dengan HTTPS, di balik layar sering terdapat algoritma
yang bergantung pada sifat bilangan prima. Artinya, teori bilangan yang
dulu dianggap murni dan abstrak kini menjadi pelindung aktivitas digital
global.

Faktorisasi prima juga memunculkan perlombaan antara
keamanan dan kemampuan komputasi. Ketika komputer semakin cepat,
ukuran bilangan prima yang digunakan juga harus diperbesar. Jika suatu
hari ditemukan algoritma faktorisasi yang sangat efisien, maka banyak
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sistem lama bisa menjadi rentan. Ancaman terbesar datang dari
komputasi kuantum. Algoritma Shor secara teoritis dapat memfaktorkan
bilangan besar jauh lebih cepat daripada komputer klasik. Jika komputer
kuantum skala besar berhasil diwujudkan, RSA dan sistem berbasis
faktorisasi bisa terancam. Karena itu, kini berkembang kriptografi
pascakuantum yang mencari dasar keamanan baru.

Secara matematis, keindahan kriptografi terletak pada hubungan
antara konsep kuno dan teknologi modern. Euclid meneliti bilangan
prima ribuan tahun lalu tanpa membayangkan internet atau keamanan
data. Namun justru ide tersebut kini menjadi inti perlindungan
komunikasi global. Dengan demikian, faktorisasi prima dan peranannya
dalam kriptografi menunjukkan bahwa matematika murni dapat
memiliki dampak praktis luar biasa. Kesulitan memecah bilangan besar
menjadi faktor primanya telah menjadi benteng keamanan digital,
menjaga kerahasiaan data, identitas, transaksi, dan komunikasi manusia
di era modern.

6. Bilangan Prima dalam Algoritma, Komputasi, dan Filosofi
Matematika

Bilangan prima tidak hanya penting dalam teori bilangan dan
kriptografi, tetapi juga berperan luas dalam algoritma, komputasi, serta
pemikiran filosofis matematika. Banyak sistem komputer menggunakan
bilangan prima karena sifatnya yang unik, stabil, dan menghasilkan pola
numerik yang baik. Dalam ilmu komputer, bilangan prima sering
digunakan pada hashing. Struktur data seperti hash table bekerja dengan
memetakan data ke indeks tertentu. Jika ukuran tabel dipilih sebagai
bilangan prima, distribusi data sering menjadi lebih merata dan
mengurangi collision. Karena itu, banyak implementasi menggunakan
ukuran tabel seperti 101, 1009, atau 10007.

Bilangan prima juga dipakai dalam pseudorandom number
generator. Generator bilangan acak semu menggunakan rumus rekursif
modular. Jika modulus atau parameternya dipilih dengan hati-hati,
terutama menggunakan prima besar, deret yang dihasilkan memiliki
periode panjang dan sifat statistik yang baik. Generator seperti ini
penting untuk simulasi, game, statistik, dan keamanan. Dalam algoritma
numerik, uji primalitas menjadi topik penting. Menentukan apakah suatu
bilangan sangat besar prima atau tidak harus dilakukan dengan cepat.
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Untuk itu dikembangkan algoritma seperti Miller-Rabin yang bersifat
probabilistik. Artinya, algoritma memberi jawaban dengan tingkat
keyakinan sangat tinggi dalam waktu singkat. Ini menunjukkan bahwa
komputasi modern sering menerima probabilitas praktis dibanding
kepastian lambat.

Bilangan prima juga muncul dalam teori kode koreksi kesalahan.
Komunikasi digital membutuhkan cara mendeteksi dan memperbaiki
kesalahan saat data dikirim. Banyak kode dibangun di atas medan hingga
berbasis prima atau pangkat prima. Tanpa struktur ini, jaringan internet,
komunikasi satelit, dan penyimpanan digital akan jauh kurang andal.
Dalam matematika komputasional, prima sering menjadi contoh ideal
dari masalah yang sederhana didefinisikan tetapi sulit dianalisis
sepenuhnya. Definisinya hanya “memiliki dua pembagi positif”’, namun
distribusinya rumit, pencariannya menantang, dan kaitannya sangat luas.
Ini menunjukkan bahwa kesederhanaan definisi tidak selalu berarti
kesederhanaan perilaku.

Bilangan prima juga menunjukkan batas pengetahuan manusia.
Kita mengetahui jumlahnya tak hingga, tetapi tidak memiliki rumus
sederhana yang menghasilkan semuanya berurutan. Kita memahami
banyak sifat statistiknya, tetapi masih memiliki banyak dugaan terbuka.
Hal ini memperlihatkan bahwa bahkan objek paling dasar pun dapat
menyimpan misteri mendalam. Dalam pendidikan, prima mengajarkan
rasa ingin tahu dan pembuktian logis. Anak sekolah mulai dari
pembagian sederhana, lalu berkembang ke algoritma Euclid, kriptografi,
dan teori kompleksitas. Topik kecil dapat menjadi pintu menuju
pemikiran ilmiah yang luas. Dengan demikian, bilangan prima dalam
algoritma, komputasi, dan filosofi matematika memiliki peran yang
sangat luas. la membantu mesin bekerja efisien, menjaga komunikasi
andal, mendukung keamanan data, dan sekaligus mengajarkan
bagaimana kesederhanaan dapat melahirkan kompleksitas. Bilangan
prima menjadi bukti bahwa ide matematika paling dasar sering memiliki
pengaruh paling besar.

C. Algoritma Euclidean dan FPB

Faktor Persekutuan Terbesar (FPB) atau Greatest Common
Divisor (GCD) dari dua bilangan bulat a dan b adalah bilangan bulat
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positif terbesar yang membagi keduanya. Faktor Persekutuan Terbesar
(FPB) atau GCD merupakan ukuran untuk melihat pembagi yang sama
dari dua bilangan bulat. Nilai ini dipilih sebagai yang paling besar di
antara semua bilangan yang dapat membagi keduanya tanpa sisa. Konsep
ini membantu memahami hubungan antara dua bilangan dari sisi
keterbagian. Jika dua bilangan memiliki FPB yang besar, berarti
keduanya memiliki banyak faktor yang sama; sebaliknya, jika FPB
bernilai kecil, keterkaitannya lebih terbatas. Gagasan ini sering
digunakan dalam berbagai perhitungan matematika maupun algoritma,
terutama yang berkaitan dengan penyederhanaan pecahan, analisis
bilangan, dan efisiensi komputasi.

Algoritma Euclidean adalah salah satu algoritma paling tua yang
masih digunakan secara luas. Dideskripsikan oleh Euclid sekitar 300 SM
dalam Elements, Buku VII, algoritma ini didasarkan pada observasi
bahwa gcd(a, b) = ged(b, a mod b). Algoritma Euclidean merupakan
metode klasik yang tetap relevan hingga sekarang. Sejak diperkenalkan
oleh Euclid, algoritma ini digunakan untuk mencari FPB dari dua
bilangan secara efisien. Dasar utamanya terletak pada hubungan bahwa
nilai FPB dari dua bilangan tidak berubah meskipun pasangan bilangan
tersebut diganti menjadi bilangan kedua dan sisa hasil pembagian
bilangan pertama terhadap bilangan kedua. Proses ini dapat diulang terus
hingga diperoleh hasil akhir. Pendekatan ini menunjukkan bagaimana
ide sederhana dapat menghasilkan metode yang kuat dan tahan lama,
serta tetap digunakan dalam berbagai aplikasi matematika dan komputasi
modern.

1. Pengertian FPB (GCD) dan Perannya dalam Hubungan Dua
Bilangan

Faktor Persekutuan Terbesar atau Greatest Common Divisor
(GCD) adalah bilangan bulat positif terbesar yang dapat membagi dua
bilangan bulat tanpa menyisakan hasil bagi. Jika diberikan dua bilangan
a dan b, maka FPB(a,b) adalah pembagi terbesar yang dimiliki keduanya
secara bersama-sama. Sebagai contoh, faktor dari 12 adalah 1, 2, 3, 4, 6,
dan 12, sedangkan faktor dari 18 adalah 1, 2, 3, 6, 9, dan 18. Faktor yang
sama dari kedua bilangan tersebut adalah 1, 2, 3, dan 6, sehingga FPB
(12,18) = 6. Nilai ini menunjukkan pembagi terbesar yang sama-sama
dimiliki kedua bilangan.
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Konsep FPB sangat penting karena menjadi ukuran kedekatan
struktural antara dua bilangan dari sisi keterbagian. Jika dua bilangan
memiliki FPB besar, berarti keduanya mempunyai banyak struktur faktor
yang sama. Misalnya, 48 dan 60 memiliki FPB 12, yang berarti keduanya
berbagi cukup banyak faktor prima yang sama. Sebaliknya, jika dua
bilangan memiliki FPB = 1, maka kedua bilangan disebut relatif prima
atau koprima. Contohnya 8 dan 15. Walaupun keduanya bukan bilangan
prima, keduanya tidak memiliki faktor persekutuan selain 1. Dalam
matematika dasar, FPB sangat berguna untuk menyederhanakan
pecahan. Pecahan 18/24 dapat disederhanakan dengan membagi
pembilang dan penyebut oleh FPB (18,24)=6 sehingga menjadi 3/4.
Tanpa konsep FPB, proses penyederhanaan pecahan akan jauh lebih
lambat karena harus menebak-nebak faktor yang sama.

Di bidang teori bilangan, FPB membantu menentukan apakah
suatu persamaan memiliki solusi tertentu. Banyak persoalan kongruensi
modular dan persamaan linear bergantung pada nilai FPB dua bilangan.
Misalnya, persamaan ax + by = ¢ hanya memiliki solusi bilangan bulat
jika FPB(a,b) membagi c. Ini menunjukkan bahwa FPB bukan sekadar
alat hitung, tetapi juga penentu keberadaan solusi matematis. Dalam
komputasi modern, FPB digunakan dalam optimasi rasio, sinkronisasi
periode, kriptografi, pengolahan sinyal, dan normalisasi data numerik.
Banyak algoritma bekerja lebih efisien jika ukuran bilangan direduksi
menggunakan FPB terlebih dahulu. Oleh karena itu, konsep sederhana
ini memiliki pengaruh yang sangat luas. FPB menggambarkan
bagaimana dua objek numerik dapat memiliki struktur bersama. Ia
menunjukkan bahwa di balik dua angka berbeda, mungkin terdapat pola
faktor yang sama. Karena itu, FPB menjadi salah satu konsep dasar
paling penting dalam aritmetika dan teori bilangan.

2. Algoritma Euclidean sebagai Metode Efisien Menentukan FPB

Algoritma Euclidean adalah metode klasik untuk mencari FPB
dua bilangan secara cepat dan sistematis. Algoritma ini diperkenalkan
oleh Euclid sekitar tahun 300 SM dalam karya Elements dan hingga kini
masih digunakan dalam matematika maupun ilmu komputer. Kehebatan
algoritma ini terletak pada kesederhanaannya: masalah besar direduksi
menjadi masalah yang lebih kecil berulang kali sampai ditemukan hasil
akhir. Prinsip dasarnya adalah:
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gcd(a,b) = ged(b, a mod b)

Artinya, FPB dari a dan b sama dengan FPB dari b dan sisa pembagian
a oleh b. Misalnya untuk mencari FPB (252,105):

252=2x105+42
105=2 x42 +21
42=2x21+0

Ketika sisa menjadi nol, bilangan terakhir yang bukan nol adalah FPB,
yaitu 21. Mengapa metode ini sangat efisien? Karena pada setiap
langkah, ukuran bilangan mengecil drastis. Daripada mencari semua
faktor dari 252 dan 105, algoritma cukup menggunakan operasi
pembagian dan sisa. Ini jauh lebih cepat, terutama untuk bilangan besar.

Algoritma Euclidean juga sangat penting dalam ilmu komputer
karena mudah diprogram. Implementasi iteratif hanya memerlukan
beberapa baris kode dan dua atau tiga variabel. Bahkan banyak bahasa
pemrograman modern memiliki fungsi bawaan untuk gcd yang berbasis
algoritma ini. Keunggulan lainnya adalah skalabilitas. Algoritma tetap
cepat bahkan ketika input terdiri dari ratusan digit. Inilah alasan
algoritma ini masih digunakan dalam sistem keamanan digital dan
komputasi numerik modern. Secara historis, algoritma ini menjadi
contoh bahwa ide matematika kuno dapat bertahan ribuan tahun karena
efisiensinya. Banyak algoritma modern jauh lebih muda usianya, tetapi
Algoritma Euclidean tetap relevan dan tidak tergantikan untuk banyak
keperluan dasar.

3. Struktur Iteratif, Invariant, dan Kompleksitas Algoritma
Euclidean
Salah satu kekuatan terbesar Algoritma Euclidean adalah adanya
invariant, yaitu sifat yang tetap benar pada setiap langkah proses. Dalam
hal ini, nilai FPB tidak berubah meskipun pasangan bilangan diganti dari
(a,b) menjadi (b, a mod b). Inilah jantung logika algoritma.

Misalnya:

gcd(252,105) = ged(105,42) = ged(42,21) = 21
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Setiap transformasi mengubah bentuk persoalan, tetapi tidak mengubah
jawabannya. Invariant semacam ini sangat penting dalam teori algoritma
karena menjamin bahwa proses reduksi tetap menuju hasil yang benar.

Struktur algoritma juga bersifat iteratif dan rekursif. Setiap
langkah mengulangi pola yang sama sampai sisa bernilai nol. Karena sisa
selalu lebih kecil dari pembagi sebelumnya, urutan nilai akan terus
menurun. Oleh sebab itu, algoritma pasti berhenti setelah jumlah langkah
terbatas. Dari sisi kompleksitas, Algoritma Euclidean sangat efisien.
Jumlah langkahnya tumbuh secara logaritmik terhadap ukuran input. Ini
berarti jika ukuran bilangan bertambah sangat besar, jumlah langkah
tidak meningkat secara liar. Dalam praktik, algoritma ini sangat cepat
bahkan untuk angka besar.

Kasus terburuk terjadi ketika input berupa dua bilangan
Fibonacci berurutan, misalnya 34 dan 21 atau 144 dan 89. Dalam kasus
ini, penurunan nilainya paling lambat sehingga jumlah iterasi
maksimum. Namun bahkan pada kondisi terburuk tersebut, algoritma
tetap efisien. Dalam ilmu komputer, algoritma ini menjadi contoh ideal
dari desain algoritma elegan: sederhana, benar secara matematis, hemat
memori, dan cepat dijalankan. Karena itu, Algoritma Euclidean sering
diajarkan sebagai model dasar bagaimana teori dan implementasi dapat
berpadu secara sempurna.

4. Algoritma Euclidean Diperluas dan Identitas Bézout

Versi lanjutan dari algoritma ini disebut Extended Euclidean
Algorithm atau Algoritma Euclidean Diperluas. Selain menghitung
FPB(a,b), algoritma ini juga mencari bilangan s dan t sehingga:

sa + tb = gcd(a,b)

Persamaan ini dikenal sebagai Identitas Bézout. Artinya, FPB dari dua
bilangan dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari kedua bilangan
tersebut. Sebagai contoh, untuk 252 dan 105:

gcd(252,105)=21
Dapat dicari nilai s dan t sehingga:
252s + 105t =21
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Nilai ini diperoleh melalui proses back-substitution dari langkah
Algoritma Euclidean biasa. Mengapa ini penting? Karena menunjukkan
bahwa FPB bukan hanya hasil pembagian, tetapi juga struktur linear dari
dua bilangan awal. Ini membuka hubungan antara teori bilangan dan
aljabar linear.

Dalam teori ring dan aljabar abstrak, konsep ini sangat penting
karena FPB dapat dipandang sebagai generator ideal yang dibentuk oleh
kombinasi linear a dan b. Jadi algoritma ini bukan hanya aritmetika
dasar, tetapi masuk ke wilayah matematika modern. Di bidang
pendidikan, versi diperluas ini mengajarkan bahwa satu algoritma dapat
menghasilkan lebih banyak informasi daripada sekadar jawaban
numerik. Kita tidak hanya tahu FPB, tetapi juga tahu bagaimana
membentuk FPB dari dua angka tersebut. Dengan demikian, Algoritma
Euclidean Diperluas memperluas fungsi metode klasik menjadi alat
konstruktif yang sangat kuat dalam teori bilangan dan aljabar.

5. Peran Euclidean Algorithm dalam Kriptografi dan Komputasi
Modern
Dalam dunia digital, Algoritma Euclidean memiliki peran sangat
besar, terutama pada kriptografi. Sistem seperti RSA membutuhkan
invers modular, yaitu nilai X yang memenubhi:

ax =1 (mod n)

Nilai x dapat dicari menggunakan Extended Euclidean Algorithm jika
gcd(a,n)=1.

Tanpa algoritma ini, pembangkitan kunci privat RSA akan jauh
lebih lambat dan tidak praktis. Jadi meskipun keamanan RSA bergantung
pada kesulitan faktorisasi bilangan besar, efisiensi operasionalnya justru
sangat bergantung pada Algoritma Euclidean. Selain kriptografi,
algoritma ini digunakan dalam:

o Penyederhanaan pecahan otomatis di software matematika
e Sinkronisasi siklus waktu dan perioda

o Pengolahan sinyal digital

e Optimasi ukuran blok memori

e Perhitungan rasio dan skala grafis

Dalam bahasa pemrograman modern, fungsi gcd biasanya
dipakai pada library standar. Ini menunjukkan bahwa algoritma ini
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dianggap kebutuhan fundamental. Ada pula versi optimasi seperti Binary
GCD Algorithm yang menggunakan operasi shift bit dan pengurangan,
lebih cocok untuk perangkat keras komputer tertentu. Ini membuktikan
bahwa prinsip Euclid masih terus dikembangkan. Menariknya, algoritma
berusia lebih dari dua ribu tahun ini kini menjadi komponen penting
dalam transaksi bank online, sertifikat digital, keamanan internet, dan
sistem komunikasi modern.

D. Kongruensi dan Aritmetika Modular

Definisi 3.3 (Kongruensi). Bilangan bulat a dan b dikatakan
kongruen modulo m, ditulis a = b (mod m), jika m | (a - b).
Ekuivalen, a = b (mod m) jika dan hanya jika a dan b
menghasilkan sisa yang sama saat dibagi m.

Aritmetika modular, juga dikenal sebagai "clock arithmetic,"
memiliki sifat-sifat aljabar yang kuat. Himpunan Z., = {0, 1, 2, ..., m-1}
dengan operasi penjumlahan dan perkalian modulo m membentuk
struktur aljabar yang disebut cincin (ring). Aritmetika modular bekerja
seperti sistem perhitungan pada jam, di mana nilai akan kembali ke awal
setelah mencapai batas tertentu. Konsep ini menggunakan himpunan
bilangan dari 0 hingga m—1 sebagai ruang perhitungan. Operasi
penjumlahan dan perkalian dilakukan dengan aturan modulo m, sehingga
hasilnya selalu berada dalam himpunan tersebut. Aturan ini membentuk
pola yang teratur dan konsisten dalam setiap operasi. Struktur yang
dihasilkan memiliki sifat aljabar tertentu yang dikenal sebagai cincin
(ring), yaitu sistem yang memiliki operasi penjumlahan dan perkalian
dengan aturan yang jelas. Hal ini menunjukkan bahwa aritmetika
modular bukan sekadar teknik perhitungan, tetapi juga bagian dari
struktur matematika yang lebih mendalam.

Tabel 3.1 Tabel Penjumlahan Modulo 5 (Zs)
+s 0 1 2 3 4
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0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

Setiap baris dan kolom berisi semua elemen Zs, menunjukkan sifat grup

abelian.

Tabel 3.1 memperlihatkan operasi penjumlahan modulo 5 pada
himpunan Zs = {0, 1, 2, 3, 4}. Setiap elemen pada baris dan kolom
merepresentasikan operasi penjumlahan dua bilangan yang kemudian
hasilnya direduksi menggunakan modulo 5, yaitu sisa pembagian
terhadap 5. Struktur tabel ini menunjukkan bahwa hasil operasi selalu
kembali ke dalam himpunan Zs, sehingga himpunan tersebut tertutup
terhadap operasi penjumlahan modulo.

a. Baris pertama menunjukkan sifat identitas penjumlahan, yaitu
ketika 0 dijumlahkan dengan elemen apa pun, hasilnya tetap elemen
tersebut. Pada baris 0, setiap kolom menghasilkan nilai yang sama
dengan elemen di kolomnya, yaitu 0+0=0, 0+1=1, hingga 0+4=4.
Hal ini menunjukkan bahwa 0 berperan sebagai elemen identitas
aditif dalam Zs.

b. Baris kedua menunjukkan penjumlahan dengan elemen 1. Hasilnya
meningkat satu langkah pada setiap kolom, yaitu 1+0=1, 1+1=2,
1+2=3, 1+3=4, dan 1+4=0. Ketika hasil mencapai 5, nilai tersebut
kembali ke 0 karena sifat modulo 5. Ini memperlihatkan pola siklik
yang khas dalam aritmetika modular.

c. Baris ketiga memperlihatkan penjumlahan dengan elemen 2. Hasil
operasi bergerak dua langkah maju dalam siklus Zs, yaitu 2+0=2,
2+1=3, 2+2=4, 2+3=0, dan 2+4=1. Pergeseran ini menunjukkan
bahwa setiap elemen dapat dipahami sebagai operator translasi
dalam sistem modular.

d. Baris keempat menunjukkan penjumlahan dengan elemen 3, yang
menghasilkan pergeseran tiga langkah. Hasilnya adalah 3+0=3,
3+1=4, 3+2=0, 3+3=1, dan 3+4=2. Pola ini tetap konsisten
mengikuti aturan modulo 5, sehingga urutan hasil selalu berputar
dalam siklus yang sama.

106 Matematika Untuk Informatika



e. Baris kelima memperlihatkan penjumlahan dengan elemen 4, yang
setara dengan pergeseran empat langkah dalam Zs. Hasilnya adalah
4+0=4, 4+1=0, 4+2=1, 4+3=2, dan 4+4=3. Nilai kembali ke awal
siklus lebih cepat karena hampir mencapai batas modulus.

Dari seluruh baris terlihat bahwa setiap elemen dalam Zs muncul
tepat satu kali pada setiap baris dan kolom. Hal ini menunjukkan sifat
keteraturan yang kuat dalam struktur tersebut, sekaligus menegaskan
bahwa Zs dengan operasi penjumlahan modulo membentuk grup abelian,
karena operasi bersifat tertutup, memiliki identitas, setiap elemen
memiliki invers, serta bersifat komutatif. Struktur kongruensi a =b (mod
m) membentuk relasi ekuivalensi pada himpunan bilangan bulat Z.
Relasi ini memenuhi tiga sifat utama: refleksif, simetris, dan transitif.
Refleksivitas muncul dari fakta bahwa m | (a — a) = 0 untuk setiap
bilangan bulat a. Simetri diperoleh karena jika m | (a — b), maka m juga
membagi (b — a). Transitivitas terlihat dari kombinasi m | (a —b) dan m
| (b — ¢) yang menghasilkan m | (a — ¢). Struktur ini membagi Z menjadi
kelas-kelas ekuivalensi yang disebut kelas residu modulo m.

Kelas residu tersebut membentuk partisi lengkap dari Z, di mana
setiap bilangan bulat berada tepat pada satu kelas. Representasi standar
kelas ini adalah {a+km | k € Z}. Setiap kelas memiliki representasi unik
dalam bentuk elemen Z,, = {0, 1, 2, ..., m — 1}. Reduksi ini diperoleh
melalui Algoritma Pembagian, yang menjamin keberadaan sisa unik r
pada interval tersebut. Hubungan ini menunjukkan bahwa aritmetika
modular merupakan konsekuensi langsung dari struktur pembagian
bilangan bulat.

Operasi penjumlahan dalam Z,, didefinisikan sebagai (a mod m
+ b mod m) mod m. Definisi ini memastikan bahwa hasil operasi tetap
berada dalam himpunan Z,. Sifat tertutup ini menjadi dasar
pembentukan struktur aljabar yang stabil. Operasi perkalian juga
mengikuti pola serupa, yaitu (a - b) mod m. Kedua operasi ini
membentuk struktur ring karena memenuhi aksioma penjumlahan
abelian dan perkalian asosiatif yang saling kompatibel melalui
distributivitas.

1. Definisi Kongruensi dan Makna Dasar Aritmetika Modular
Definisi kongruensi merupakan dasar utama dalam aritmetika
modular. Dua bilangan bulat a dan b dikatakan kongruen modulo m,

Buku Referensi 107



ditulis @ = b (mod m), jika selisih keduanya habis dibagi oleh m. Secara
formal, hal ini berarti m | (a—b). Definisi lain yang ekuivalen
menyatakan bahwa a dan b memiliki sisa pembagian yang sama ketika
dibagi dengan m. Misalnya, 17 dan 5 kongruen modulo 12 karena 17 —
5 =12, dan 12 habis dibagi 12. Oleh sebab itu, ditulis 17 =5 (mod 12).

Makna konsep ini sangat penting karena menunjukkan bahwa
dalam banyak situasi, bilangan tidak perlu dibedakan berdasarkan
nilainya secara mutlak, tetapi cukup berdasarkan sisanya terhadap suatu
modulus tertentu. Dalam sistem modulo 5, misalnya, bilangan 7, 12, 17,
22, dan seterusnya berada dalam kelas yang sama karena semuanya
memiliki sisa 2 saat dibagi 5. Dengan demikian, semua bilangan tersebut
dapat diperlakukan sebagai representasi dari elemen yang sama dalam
sistem modular.

Aritmetika modular sering disebut sebagai clock arithmetic atau
aritmetika jam. Hal ini karena perilakunya mirip dengan jam dinding.
Jika saat ini pukul 9 dan ditambah 5 jam, hasilnya bukan pukul 14, tetapi
pukul 2. Dalam notasi modular, hal ini berarti:

9+ 5=2(mod 12)

Karena setelah melewati 12, hitungan kembali ke awal. Sistem seperti
ini menunjukkan bahwa angka berputar dalam siklus tetap.

Konsep kongruensi juga sangat berguna untuk menyederhanakan
perhitungan besar. Misalnya, daripada menghitung sisa dari 1037 + 2098
dibagi 7 secara langsung, kita cukup hitung:

1037 =1 (mod 7)
2098 =5 (mod 7)

Sehingga:
1037 +2098 =1+ 5=6 (mod 7)
Pendekatan ini jauh lebih efisien.

Dari sudut pandang matematika modern, kongruensi bukan
sekadar teknik hitung, tetapi cara baru memandang bilangan. Bilangan
yang berbeda bisa dianggap setara dalam konteks tertentu. Ini sangat
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penting dalam teori bilangan, kriptografi, ilmu komputer, dan aljabar
abstrak. Dengan demikian, definisi kongruensi membuka jalan menuju
sistem bilangan baru yang berbasis sisa pembagian. Dari ide sederhana
ini lahirlah aritmetika modular yang sangat luas penerapannya di dunia
modern.

2. Relasi Ekuivalensi dan Kelas Residu Modulo m

Relasi kongruensi memiliki sifat matematis yang sangat penting,
yaitu merupakan relasi ekuivalensi pada himpunan bilangan bulat Z.
Relasi ekuivalensi adalah hubungan yang memenubhi tiga sifat: refleksif,
simetris, dan transitif.
Sifat refleksif berarti setiap bilangan kongruen dengan dirinya sendiri:

a = a (mod m)
karena a - a = 0), dan nol habis dibagi oleh bilangan apa pun selain nol.
Sifat simetris berarti jika:
a = b (mod m)
maka:
b =a (mod m)
karena jika m membagi a - b, maka juga membagi b - a
Sifat transitif berarti jika:
a =b (mod m)
dan
b = ¢ (mod m)
maka:

a = c (mod m)
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karena selisihnya tetap kelipatan m.

Karena memiliki tiga sifat ini, bilangan bulat dapat dibagi menjadi
kelompok-kelompok yang disebut kelas residu modulo (m). Dalam
modulo 5, terdapat lima kelas:

[0]={...,-10,-5,0, 5, 10, ...}

[11={...,-9,-4,1,6, 11, ...}

2]1={...,-8,-3,2,7,12, ...}

31=¢...,-7,-2,3,8,13, ...}

e [4]={..,-6,-1,4,9,14, ..}

Setiap bilangan bulat berada tepat dalam satu kelas residu. Tidak ada

bilangan yang berada di dua kelas sekaligus.

Konsep kelas residu sangat penting karena memungkinkan
himpunan bilangan tak hingga direduksi menjadi sistem hingga. Dalam
modulo 5, seluruh bilangan bulat dapat direpresentasikan hanya dengan
lima simbol: 0,1,2,3,4. Ini sangat berguna dalam komputasi karena
sistem digital lebih mudah bekerja dengan himpunan terbatas daripada
bilangan tak hingga. Kriptografi, checksum, hashing, dan pengkodean
data semuanya memanfaatkan prinsip ini. Secara konseptual, kelas
residu menunjukkan bahwa matematika sering menyederhanakan objek
kompleks melalui pengelompokan berdasarkan sifat tertentu. Ini adalah
ide penting yang juga muncul dalam statistik, aljabar, dan logika.

3. Struktur Aljabar Z, sebagai Ring dan Grup Abelian
Himpunan:
Zm=1{0,1,2,...,m—1}

dengan operasi penjumlahan dan perkalian modulo m membentuk
struktur aljabar yang disebut ring atau cincin. Pada penjumlahan modulo,
hasil dua elemen selalu kembali ke dalam himpunan. Misalnya pada Zs:

3+4=7=2mod 5
Jadi hasilnya tetap salah satu anggota {0,1,2,3,4}.

Penjumlahan dalam Zn, memiliki sifat:
e tertutup
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e asosiatif

o memiliki identitas (0)

e setiap elemen punya invers aditif
e komutatif

Karena itu, terhadap operasi penjumlahan, Z, membentuk grup abelian.

Contoh invers di Zs:

e invers 1 adalah 4 karena 1+4 =0

e invers 2 adalah 3 karena 2+3 =0
Selain penjumlahan, perkalian modulo juga tertutup dan asosiatif. Kedua
operasi dihubungkan oleh sifat distributif:

a(b+c)=ab+ ac (mod m)
Maka keseluruhan struktur disebut ring.

Jika m bilangan prima, maka semua elemen selain nol memiliki invers
perkalian. Dalam kasus ini, Zn menjadi field atau medan.

Contoh di Zs:
2x3=6=1mod>5
Jadi 3 adalah invers perkalian dari 2.

Struktur field sangat penting dalam aljabar linear modular, teori kode,
dan kriptografi modern. Dengan demikian, Zm, bukan hanya kumpulan
angka sisa, tetapi sistem aljabar lengkap dengan hukum-hukum yang
sangat teratur.

4. Pola Siklik dan Interpretasi Geometris Aritmetika Modular
Salah satu keindahan aritmetika modular adalah sifat sikliknya.
Setelah mencapai nilai maksimum m - 1, sistem kembali ke 0. Karena
itu, modulo sering divisualisasikan sebagai lingkaran. Dalam Zs, titik-
titik 0,1,2,3,4 dapat ditempatkan pada lingkaran lima posisi. Menambah
1 berarti bergerak satu langkah searah jarum jam. Menambah 2 berarti
bergerak dua langkah.
Contoh:
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4+3modS5

Mulai dari 4, maju tiga langkah:
4 -50—->1-2

Jadi hasilnya 2.

Visualisasi ini membantu memahami mengapa modulo disebut
clock arithmetic. Pada jam 12, jika pukul 10 ditambah 5 jam:

0—>11—->12—>1—>2—>3
Jadi:
10+5=3mod 12

Interpretasi geometris ini sangat penting dalam pendidikan karena
membuat konsep abstrak lebih mudah dipahami. Selain itu, sifat siklik
menjadikan Zn, sebagai grup siklik. Seluruh elemen dapat dibangkitkan
dari angka 1:
0,1,2,3,...,m—1
Ini menunjukkan bahwa satu elemen sederhana mampu menghasilkan
seluruh struktur. Dalam ilmu komputer dan teknik, pola siklik muncul
dalam:

e penjadwalan periodik

e rotasi buffer memori

e sistem waktu

e generator pseudo-random

e pengolahan sinyal berulang
Dengan demikian, sifat siklik aritmetika modular bukan sekadar teori,
tetapi gambaran banyak proses nyata di dunia modern.

5. Aplikasi Kongruensi dalam Kriptografi dan Komputasi

Aritmetika modular adalah fondasi utama banyak teknologi
digital modern. Salah satu contoh paling terkenal adalah RSA. Dalam
RSA, enkripsi dan dekripsi menggunakan perpangkatan modular:

¢ =m° (mod n)

dan

112 Matematika Untuk Informatika



m = ¢ (mod n)

Tanpa modular arithmetic, operasi dengan bilangan sangat besar tidak
mungkin efisien. Kongruensi juga digunakan dalam hashing. Fungsi
sederhana:

h(x)=x mod m

digunakan untuk menempatkan data ke indeks tabel hash.

Dalam checksum dan deteksi kesalahan, data dijumlahkan lalu
direduksi modulo tertentu. Jika hasil berubah, berarti data rusak.
Generator bilangan acak semu juga memakai rumus modular:

Xpr1 = (aXy + ) modm

Metode ini banyak dipakai dalam simulasi dan game.

Dalam jaringan komputer, sinkronisasi siklus waktu dan
penjadwalan juga sering berbasis modulo. Keunggulan modular
arithmetic adalah dapat menangani bilangan besar dengan operasi pada
sisa kecil, sehingga sangat efisien untuk mesin. Karena itu, konsep yang
tampak sederhana ini menjadi tulang punggung keamanan internet,
database, software, dan komunikasi digital.

6. Signifikansi Matematis dan Universalitas Aritmetika Modular
Aritmetika modular menunjukkan bagaimana ide sederhana

dapat menghasilkan teori besar. Hanya dengan konsep “sisa pembagian”,
matematika membangun struktur ring, grup, field, ruang vektor modular,
hingga sistem kriptografi global. Secara filosofis, modular arithmetic
mengajarkan bahwa nilai absolut tidak selalu penting. Dalam banyak
konteks, yang penting adalah posisi relatif dalam suatu siklus. Ini berlaku
pada:

o waktu (jam)

o sudut rotasi (0° sama dengan 360°)

o kalender mingguan

e pola periodik fisika

e sistem komputer biner

Modular arithmetic juga menjadi jembatan antara aritmetika
dasar dan aljabar abstrak. Siswa bisa mulai dari jam dinding, lalu
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berakhir pada teori field dan keamanan digital. Universalitasnya luar
biasa. Konsep yang sama dipakai dalam:

e matematika murni

o teknik elektro

e ilmu komputer

e ckonomi digital

e kriptografi militer

o analisis sinyal
Ini menunjukkan bahwa matematika sering berkembang dari ide kecil
yang tampak sederhana. Dengan demikian, kongruensi dan aritmetika
modular bukan hanya topik teori bilangan, tetapi salah satu konsep
paling berpengaruh dalam seluruh matematika modern dan teknologi
masa kini.

E. Teorema Fermat Kecil dan Euler

Teorema 3.3 (Teorema Fermat Kecil). Jika p adalah bilangan
prima dan a adalah bilangan bulat dengan gcd(a, p) = 1, maka a%-
D=1 (mod p). Ekuivalen, untuk setiap bilangan bulat a: a? = a
(mod p).

Teorema ini, yang dirumuskan oleh Pierre de Fermat pada tahun
1640, memiliki aplikasi langsung dalam komputasi modular
eksponensial yang efisien dan dalam uji primalitas probabilistik.
Teorema yang diperkenalkan oleh Pierre de Fermat memiliki peran
penting dalam perhitungan yang melibatkan bilangan besar. Ide yang
dikemukakan sejak abad ke-17 ini tetap digunakan dalam teknik
komputasi modern. Penerapannya terlthat pada perhitungan
eksponensial dalam aritmetika modular, yang memungkinkan proses
menjadi lebih cepat dan efisien dibandingkan metode biasa. Teknik ini
sangat berguna ketika berhadapan dengan bilangan yang sangat besar.
Teorema tersebut juga dimanfaatkan dalam uji primalitas probabilistik,
yaitu metode untuk memperkirakan apakah suatu bilangan merupakan
bilangan prima. Hal ini menunjukkan bahwa konsep klasik dapat
menjadi alat praktis dalam pengolahan data dan keamanan sistem
komputasi.
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1. Teorema Fermat Kecil: Konsep Dasar dan Makna Matematis

Teorema Fermat Kecil merupakan salah satu hasil paling penting
dalam teori bilangan dan aritmetika modular. Teorema ini menyatakan
bahwa jika p adalah bilangan prima dan « adalah bilangan bulat yang
relatif prima terhadap p, maka berlaku:

a?V =1 (mod p)
Bentuk ekuivalennya yang sering digunakan adalah:
a’ = a (mod p)

untuk setiap bilangan bulat a. Artinya, jika suatu bilangan dipangkatkan
dengan pangkat prima p, maka hasilnya akan kongruen dengan bilangan
asalnya modulo p. Sebagai contoh, ambil p =5 dan a = 2:

2=16=1 (mod 5)
Karena 16 dibagi 5 bersisa 1. Bentuk lainnya:

24=16=1 (mod 5)
Hasil ini sesuai dengan pernyataan teorema.

Teorema ini dirumuskan oleh Pierre de Fermat pada tahun 1640.
Meskipun pernyataannya sederhana, dampaknya sangat besar dalam
matematika modern. Teorema ini menunjukkan bahwa operasi
perpangkatan dalam sistem modular memiliki pola periodik dan teratur.
Makna utama teorema ini adalah bahwa dalam modulo prima, pangkat
bilangan tidak tumbuh liar tanpa pola, tetapi akan kembali ke nilai
tertentu setelah sejumlah langkah. Dengan kata lain, sistem modular
mempunyai siklus eksponensial. Hal ini sangat penting karena bilangan
besar yang dipangkatkan dapat direduksi menjadi bentuk lebih kecil.
Misalnya, untuk menghitung:

7' mod 13
Karena 13 prima, maka:

72 =1 (mod 13)
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Dan 100 = 12x8 + 4, sehingga:
7100 = (712)8. 74 =13 . 7* (mod 13)
Perhitungan menjadi jauh lebih mudah.

Teorema Fermat Kecil juga memperlihatkan hubungan erat antara teori
bilangan dan teori grup. Dalam sistem Zp*, yaitu semua elemen nonnol
modulo p, operasi perkalian membentuk grup dengan p-1 elemen.
Karena itu, pangkat elemen mengikuti hukum-hukum grup. Dengan
demikian, Teorema Fermat Kecil bukan hanya identitas numerik, tetapi
pernyataan mendalam tentang keteraturan dalam sistem modular
berbasis bilangan prima.

2. Struktur Grup Multiplikatif dan Pembuktian Teorema Fermat
Kecil

Untuk memahami mengapa Teorema Fermat Kecil benar, perlu

dilihat struktur aljabar di baliknya. Jika p adalah bilangan prima, maka
himpunan:

Zp*={123,...,p—1}
membentuk grup terhadap perkalian modulo p.

Mengapa demikian? Karena:
o hasil kali dua elemen tetap dalam himpunan
e operasi bersifat asosiatif
e ada identitas yaitu 1
e setiap elemen punya invers perkalian
o tidak ada zero divisor karena p prima

Contoh pada modulo 7:
2x4=8=1mod7
Jadi 4 adalah invers dari 2.

Salah satu pembuktian klasik Fermat menggunakan ide permutasi.
Ambil semua elemen:
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1,2,3,...,p1
Kalikan semuanya dengan suatu (a) yang koprima terhadap (p):
a,2a,3a,...,(p—1)a

modulo p.
Karena @ memiliki invers, hasil-hasil ini hanyalah pengurutan ulang dari

himpunan semula. Tidak ada elemen ganda.

Maka:
1:2-3.(p—1)=(a) (2a) Ba) - ((p — 1) a) (mod p)
Sisi kanan menjadi:
& p-1)
Sehingga:
p-D!'=a'(p-1) (modp)

Karena (p-1)! memiliki invers modulo prima, dapat dicoret:
@ '=1 (mod p)

Pembuktian ini menunjukkan bahwa teorema muncul dari simetri dan
struktur grup. Makna lebih dalamnya adalah bahwa setiap elemen grup
memiliki orde yang membagi ukuran grup. Ukuran grup adalah (p-1),
sehingga:

@ '=1

dalam notasi grup modular. Dengan demikian, Teorema Fermat Kecil
sebenarnya adalah konsekuensi alami dari teori grup hingga, bukan
kebetulan numerik semata.

3. Teorema Euler sebagai Generalisasi Fermat Kecil
Teorema Euler memperluas Teorema Fermat Kecil ke kasus
modulus umum 7, bukan hanya bilangan prima. Jika:

ged(a,n) =1

maka:
a*™ =1 (mod n)
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di mana ¢(n) adalah fungsi totien Euler, yaitu banyaknya bilangan positif
< n yang relatif prima terhadap n. Contoh: Untuk (n=10), bilangan yang
koprima dengan 10 adalah: 1,3,7,9
Ada 4 bilangan, jadi:

9 (10)=4
Maka jika a = 3:

3*=81=1 (mod 10)
Benar, karena 81 bersisa 1 dibagi 10.

Jika n = p prima, maka semua angka 1 sampai p-1 koprima dengan p.
Jadi:
pp)=p—1

Maka Teorema Euler menjadi:
@ '=1 (mod p)

yakni tepat sama dengan Fermat Kecil. Jadi Fermat adalah kasus khusus
Euler. Fungsi totien dapat dihitung dari faktorisasi prima:

1
o) =n 1 (1-3)
untuk semua faktor prima p dari n. Misalnya:

12=22.3
Maka:
p(12)=12(1-3) (1- =4

Teorema Euler sangat penting karena berlaku pada sistem modular
komposit seperti 10, 12, 15, 21, dan lain-lain. Ini membuat aplikasinya
jauh lebih luas daripada Fermat. Dengan demikian, Teorema Euler
menunjukkan bahwa pola periodik perpangkatan modular bukan hanya
milik bilangan prima, tetapi sifat umum dari elemen yang memiliki
invers dalam sistem modular.

4. Eksponensiasi Modular dan Efisiensi Komputasi
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Salah satu aplikasi terbesar Teorema Fermat dan Euler adalah
komputasi eksponensial modular. Menghitung:

a® mod n

secara langsung sangat mahal jika b besar. Namun kedua teorema
memungkinkan reduksi eksponen. Jika p prima:

a’'=1 (mod p)
maka eksponen dapat direduksi modulo p - 1.
Contoh:
31000 mod7
Karena:
o(7)=6
Maka:
31000 36166+ = (36)166 34 = 116634
Tinggal hitung kecil:

3*=81=4(mod7)
Sangat efisien.
Selain itu digunakan algoritma binary exponentiation atau fast
exponentiation. Pangkat dipecah ke bentuk biner sehingga kompleksitas
hanya:

O (log b)
bukan O(b).
Contoh:
313 — g8+4+1

Cukup hitung:

. (39

. (3%

. (39

. (3%

Lalu dikalikan sesuai kebutuhan. Jika dikombinasikan dengan reduksi
Fermat/Euler, proses menjadi sangat cepat meskipun angka ribuan digit.
Inilah sebabnya sistem komputer modern mampu menghitung
perpangkatan modular besar dalam hitungan milidetik, padahal secara
biasa mustahil dilakukan cepat. Teorema klasik abad ke-17 ternyata
menjadi alat inti komputasi modern.
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5. Peranan dalam Kriptografi Modern dan Uji Primalitas
Teorema Fermat dan Euler memiliki peranan sentral dalam
keamanan digital. Sistem RSA bergantung langsung pada Teorema
Euler. Jika:
n=pq
dengan p,q prima, maka:
pm)=(p-1D(@-1)

Dipilih eksponen publik e dan privat d sehingga:

ed =1 (mod ¢(n))
Akibatnya:

(m®)? = m (mod n)

yang menjamin pesan terenkripsi dapat dibalik. Tanpa Teorema Euler,
RSA tidak memiliki dasar matematis. Selain itu, Fermat digunakan
dalam uji primalitas probabilistik. Jika bilangan » prima, maka:

a" =1 (mod n)

untuk banyak nilai a. Jika gagal, pasti komposit. Ini dipakai dalam
Fermat primality test dan dikembangkan lebih kuat menjadi Miller-
Rabin test, yang sangat populer dalam software modern. Dengan metode
ini, komputer dapat menguji keprimaan bilangan ratusan digit secara
cepat. Namun ada pengecualian seperti bilangan Carmichael, yaitu
komposit yang lolos uji Fermat sederhana. Karena itu dipakai tes lebih
canggih. Dengan demikian, teorema klasik ini menjadi alat utama dalam:

e pembuatan kunci kriptografi

o keamanan transaksi digital

» sertifikat internet

e pengujian bilangan prima besar

F. Aplikasi dalam Kriptografi

1. Konsep Dasar RSA sebagai Sistem Kriptografi Kunci Publik
RSA (Rivest-Shamir-Adleman) adalah salah satu algoritma
kriptografi kunci publik paling terkenal dan paling luas digunakan dalam
sistem keamanan digital modern. RSA diperkenalkan pada tahun 1977
oleh Ronald Rivest, Adi Shamir, dan Leonard Adleman. Sistem ini
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merevolusi dunia keamanan informasi karena memungkinkan dua pihak
berkomunikasi secara aman tanpa harus terlebih dahulu bertukar kunci
rahasia melalui saluran aman.

Sebelum munculnya kriptografi kunci publik, metode keamanan
data umumnya menggunakan kriptografi simetris, yaitu pengirim dan
penerima memakai kunci yang sama untuk enkripsi dan dekripsi.
Masalah utama sistem ini adalah distribusi kunci. Jika kunci bocor saat
dikirim, maka seluruh keamanan runtuh. RSA menyelesaikan masalah
tersebut dengan menggunakan dua kunci berbeda, yaitu:

o Kunci publik, yang boleh diketahui siapa saja
o Kaunci privat, yang hanya diketahui pemiliknya

Pesan yang dienkripsi dengan kunci publik hanya dapat dibuka
menggunakan kunci privat. Dengan demikian, siapa pun dapat mengirim
pesan aman kepada pemilik kunci privat tanpa perlu bertukar rahasia
sebelumnya. Keunggulan RSA terletak pada penggunaan konsep
matematika yang sederhana namun kuat. Dasarnya berasal dari teori
bilangan, khususnya:

e bilangan prima

o faktorisasi bilangan bulat besar

e aritmetika modular

o fungsi totien Euler

e invers modular
Keamanan RSA tidak bergantung pada kerahasiaan algoritmanya, tetapi
pada sulitnya memecahkan masalah matematis tertentu, yaitu
memfaktorkan bilangan besar hasil kali dua prima. Misalnya dua
bilangan prima besar p dan ¢ dikalikan:

n=pxq

Mengalikan dua prima sangat mudah dilakukan komputer, tetapi jika
hanya diketahui n, mencari kembali p dan q sangat sulit jika ukuran
bilangan sangat besar, misalnya 2048 bit.
Inilah ide inti RSA: mudah ke depan, sulit dibalik. RSA banyak
digunakan dalam:

e HTTPS dan SSL/TLS

e email terenkripsi

o digital signature
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e pertukaran kunci aman

o sertifikat digital

e sistem autentikasi
Dengan demikian, RSA bukan hanya algoritma matematika, tetapi
fondasi utama keamanan internet modern.

2. Proses Pembangkitan Kunci RSA
Tahap terpenting dalam RSA adalah pembentukan pasangan
kunci. Langkah ini menentukan keamanan sistem.

e Langkah I: Pilih dua bilangan prima besar
Dipilih dua prima acak:
Contoh sederhana:
p==61
q=353
Dalam praktik nyata, nilainya ratusan digit.

e Langkah 2: Hitung modulus
n=pxq
Maka: n =61 x 53 =3233
Nilai n digunakan pada kunci publik dan privat.

e Langkah 3: Hitung fungsi totien Euler
Karena p dan q prima:
om)=(p-1)(q-1)
Maka: ¢(3233) =60 x 52 =3120
Nilai ini menentukan struktur grup modular RSA.

e Langkah 4: Pilih eksponen publik e
Dipilih bilangan: 1 <e < ¢(n)

dan: ged(e, o(n)) =1

Misalnya: e =17

Karena ged(17, 3120) = 1.

e Langkah 5: Cari eksponen privat d
Dicari: d = e mod ¢(n)
Artinya: ed = 1 (mod 3120)
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Hasilnya: d =2753
Karena: 17 x 2753 =46801 =1 + 15(3120)

Hasil akhir

e Kunci publik: (e, n) = (17, 3233)

e Kunci privat: (d, n) = (2753, 3233)

Kunci publik boleh diumumkan ke semua orang. Kunci privat harus
dirahasiakan sepenuhnya. Proses mencari d dilakukan dengan Extended
Euclidean Algorithm, sehingga hubungan RSA dengan algoritma
Euclidean sangat kuat. Tahap pembangkitan kunci menunjukkan bahwa
keamanan RSA bukan sekadar memilih angka acak, tetapi membangun
struktur modular yang dapat dibalik hanya oleh pemilik informasi
tertentu.

3. Proses Enkripsi dan Dekripsi RSA
Setelah pasangan kunci terbentuk, RSA dapat digunakan untuk
mengamankan pesan.
Misalkan pesan asli adalah: M
dengan syarat: 0 <M <n

Enkripsi
Ciphertext dihitung dengan: C = M°® mod n
Contoh:
o (M=65)
e (e=17)
e (n=3233)
Maka: C = 65'7 mod 3233 = 2790
Pesan 65 berubah menjadi ciphertext 2790.

Dekripsi

Penerima memakai kunci privat: M = C¢ mod n
Maka: M = 2790%7>* mod 3233 = 65

Pesan asli kembali.

Mengapa bisa kembali?
Karena d dipilih sehingga: ed = 1 (mod ¢(n))
Artinya: ed = 1 + ko(n)
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Maka: M@ = M+ ke(m) = pf(Ve@)k

Menurut Teorema Euler: M®™ = 1 (mod n)
Sehingga: M =M (mod n)
Jadi dekripsi mengembalikan pesan asli.

Makna Penting

RSA bekerja bukan karena trik pemrograman, tetapi karena hukum
matematika yang pasti. Selama syarat-syarat dipenuhi, sistem selalu
benar. Dalam praktik nyata, pesan biasanya diubah dulu ke bentuk angka
menggunakan encoding seperti UTF-8, lalu diproses secara blok. Karena
operasi pangkat besar sangat mahal, komputer memakai modular
exponentiation cepat agar RSA praktis dipakai.

4. Dasar Keamanan RSA: Sulitnya Faktorisasi

Keamanan RSA tidak bergantung pada kerahasiaan rumus.
Semua orang tahu rumus RSA. Yang sulit adalah membalik sistem tanpa
mengetahui faktor prima dari modulus.
Misalkan publik mengetahui: n = 3233
Untuk contoh kecil, mudah difaktorkan: 3233 = 61 x 53
Namun jika: n = bilangan 2048-bit maka angka tersebut memiliki ratusan
digit dan sangat sulit difaktorkan.

Jika penyerang dapat memfaktorkan n, maka ia bisa menemukan:
p dan g, lalu menghitung: ¢(n) = (p - 1)(q - 1) dan akhirnya memperoleh
kunci privat d.

Masalah inti RSA adalah:
Diketahui n = pq, temukan p dan q
Ini disebut Integer Factorization Problem.

Algoritma Faktorisasi yang Dikenal
Beberapa metode:

o Trial division

e Pollard rho

e Quadratic sieve

e Number Field Sieve
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Yang tercepat untuk bilangan besar saat ini adalah Number Field Sieve,
tetapi tetap sangat mahal secara komputasi. Karena itu RSA aman jika
ukuran kunci cukup besar:

e 1024 bit: mulai lemah

e 2048 bit: standar umum

e 3072 bit+: keamanan tinggi
Risiko Pemilihan Prima Buruk
Jika (p) dan (q):

o terlalu kecil

o terlalu dekat

e punya pola tertentu

o dihasilkan RNG buruk
maka RSA dapat diserang. Jadi keamanan RSA bergantung pada dua hal
yaitu teori matematika dan implementasi yang benar.

5. Aplikasi RSA dalam Dunia Nyata

RSA memiliki penerapan yang sangat luas dalam infrastruktur
digital modern karena mampu menyediakan keamanan komunikasi,
autentikasi identitas, dan perlindungan data. Salah satu penggunaan
paling umum terdapat pada protokol HTTPS dan SSL/TLS yang
digunakan ketika seseorang membuka situs web aman. Dalam proses ini,
RSA membantu memverifikasi identitas server agar pengguna benar-
benar terhubung ke situs yang sah, bukan ke pihak palsu. Selain itu, RSA
juga digunakan dalam pertukaran kunci sesi yang kemudian dipakai
untuk mengenkripsi komunikasi selama pengguna mengakses website
tersebut. Dengan mekanisme ini, data seperti kata sandi, nomor kartu,
dan informasi pribadi dapat dikirim secara aman melalui internet.

RSA juga banyak digunakan dalam sistem tanda tangan digital
atau digital signature. Pada mekanisme ini, pemilik dokumen
menggunakan kunci privat untuk membuat tanda tangan elektronik
terhadap file atau pesan tertentu. Setelah itu, pihak lain dapat
menggunakan kunci publik untuk memverifikasi keaslian tanda tangan
tersebut. Jika proses verifikasi berhasil, maka dapat dipastikan bahwa
dokumen benar-benar berasal dari pemilik kunci, isi dokumen tidak
mengalami perubahan, dan identitas pengirim dapat dipercaya. Fungsi
ini sangat penting dalam transaksi elektronik, kontrak digital, distribusi
perangkat lunak, dan pertukaran dokumen resmi.
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Dalam komunikasi email aman, RSA digunakan pada sistem
seperti PGP (Pretty Good Privacy) dan teknologi sejenis. RSA
memungkinkan pengguna mengenkripsi isi email sehingga hanya
penerima yang memiliki kunci privat yang dapat membacanya. Selain
itu, pengirim juga dapat menandatangani email secara digital untuk
membuktikan bahwa pesan benar-benar berasal darinya. Dengan
demikian, RSA memberikan dua lapisan keamanan sekaligus, yaitu
kerahasiaan isi pesan dan jaminan keaslian pengirim.

RSA juga berperan penting dalam sistem sertifikat digital.
Sertifikat digital diterbitkan oleh lembaga terpercaya yang disebut
Certificate Authority (CA). Lembaga ini menggunakan RSA untuk
menandatangani sertifikat identitas milik website, organisasi, atau
individu. Saat pengguna mengakses suatu situs, browser akan memeriksa
tanda tangan digital pada sertifikat tersebut. Jika valid, maka sistem akan
menganggap identitas situs dapat dipercaya. Mekanisme ini menjadi
dasar keamanan internet modern karena membantu mencegah penipuan
dan serangan penyamaran identitas.

Di sektor perbankan dan pemerintahan, RSA digunakan untuk
melindungi data sensitif dan memastikan keaslian transaksi elektronik.
Dalam layanan e-banking, RSA membantu mengamankan proses login,
transfer dana, dan komunikasi antara nasabah dengan server bank.
Dalam layanan pemerintahan digital, RSA digunakan pada sistem pajak
online, identitas elektronik, arsip digital, dan dokumen hukum
elektronik. Dengan adanya RSA, transaksi digital dapat dilakukan
dengan tingkat kepercayaan tinggi karena identitas pengguna dapat
diverifikasi dan data terlindungi dari penyadapan maupun manipulasi.

RSA menjadi salah satu fondasi utama keamanan digital dunia
modern. Penggunaannya pada website, email, sertifikat digital,
perbankan, dan layanan pemerintahan menunjukkan bahwa teori
bilangan yang bersifat abstrak dapat diubah menjadi teknologi praktis
yang melindungi aktivitas digital sehari-hari. Tanpa sistem seperti RSA,
banyak layanan online yang digunakan saat ini tidak akan memiliki
tingkat keamanan dan kepercayaan seperti sekarang.

6. Tantangan Modern dan Masa Depan RSA
Meskipun RSA masih menjadi salah satu algoritma kriptografi
paling penting, sistem ini menghadapi berbagai tantangan di era modern.
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Salah satu tantangan utama adalah kebutuhan ukuran kunci yang
semakin besar untuk mempertahankan tingkat keamanan. Seiring
meningkatnya kemampuan komputasi, kunci RSA yang terlalu kecil
menjadi rentan terhadap serangan faktorisasi. Karena itu, standar
keamanan modern mendorong penggunaan kunci 2048 bit, 3072 bit, atau
lebih besar. Namun, semakin besar ukuran kunci, semakin lambat pula
proses enkripsi, dekripsi, dan pembuatan tanda tangan digital. Selain itu,
ukuran data kunci dan ciphertext juga menjadi lebih besar, sehingga
membutuhkan memori dan bandwidth lebih banyak. Kondisi ini
membuat beberapa sistem modern beralih ke algoritma lain seperti
Elliptic Curve Cryptography (ECC), yang mampu memberikan tingkat
keamanan setara dengan ukuran kunci lebih kecil dan proses yang lebih
efisien.

Tantangan berikutnya bukan berasal dari teori matematika RSA,
melainkan dari implementasinya di dunia nyata. Secara matematis RSA
masih kuat jika parameter dipilih dengan benar, tetapi kesalahan
implementasi dapat membuka celah keamanan serius. Contohnya adalah
timing attack, yaitu serangan yang menganalisis waktu komputasi untuk
menebak kunci privat. Ada juga power analysis yang memanfaatkan pola
konsumsi daya perangkat keras selama proses enkripsi. Selain itu,
padding oracle attack dapat terjadi jika sistem menangani pesan
terenkripsi dengan prosedur padding yang lemah. Generator bilangan
acak yang buruk juga sangat berbahaya karena dapat menghasilkan kunci
yang mudah ditebak. Oleh sebab itu, keamanan RSA sangat bergantung
pada kualitas implementasi, bukan hanya kekuatan rumus
matematikanya.

Untuk mengatasi kelemahan implementasi, dikembangkan
berbagai standar keamanan tambahan. Dalam praktik modern, RSA
jarang digunakan secara mentah tanpa perlindungan tambahan. Skema
padding aman seperti OAEP (Optimal Asymmetric Encryption Padding)
digunakan untuk proses enkripsi agar ciphertext tidak bersifat
deterministik dan sulit dianalisis penyerang. Untuk tanda tangan digital,
digunakan skema seperti PSS (Probabilistic Signature Scheme) yang
memberikan perlindungan lebih baik dibanding metode lama. Langkah-
langkah ini menunjukkan bahwa keamanan kriptografi modern
memerlukan kombinasi antara teori matematika dan desain sistem yang
matang.
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Tantangan besar lainnya datang dari perkembangan komputasi
kuantum. Dalam model komputer klasik, keamanan RSA bergantung
pada sulitnya memfaktorkan bilangan bulat besar. Namun, secara teoritis
algoritma Shor pada komputer kuantum dapat menyelesaikan faktorisasi
dalam waktu polinomial, jauh lebih cepat dibanding metode klasik. Jika
suatu saat tersedia komputer kuantum skala besar yang stabil dan praktis,
maka RSA berpotensi kehilangan keamanannya. Inilah alasan mengapa
banyak peneliti saat ini mengembangkan post-quantum cryptography,
yaitu sistem kriptografi baru yang dirancang tahan terhadap serangan
kuantum.

Walaupun menghadapi tantangan tersebut, RSA tetap memiliki
relevansi yang sangat tinggi hingga saat ini. RSA masih digunakan luas
di banyak infrastruktur digital, mulai dari sertifikat keamanan internet,
sistem autentikasi, tanda tangan digital, hingga komunikasi aman. Selain
itu, RSA telah menjadi standar industri selama puluhan tahun dan
didukung oleh hampir semua platform teknologi utama. Algoritma ini
juga relatif mudah dipahami dibanding beberapa sistem kriptografi lain,
sehingga sering dijadikan dasar pembelajaran dalam pendidikan
keamanan siber dan teori bilangan terapan.

RSA menunjukkan bahwa konsep matematika yang dahulu
dianggap murni teoritis, seperti bilangan prima, kongruensi modular,
algoritma Euclidean, fungsi Euler, dan eksponensial modular, dapat
berubah menjadi teknologi praktis yang melindungi miliaran transaksi
digital setiap hari. Dengan kata lain, RSA menjadi bukti nyata bahwa
penelitian matematika abstrak dapat memberikan dampak langsung
terhadap kehidupan modern, terutama dalam keamanan informasi global.
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BAB IV
KOMBINATORIKA

Kombinatorika adalah cabang matematika yang mempelajari
metode penghitungan, pengaturan, dan pemilihan objek-objek diskret.
Bidang ini berfokus pada cara menentukan banyaknya kemungkinan
susunan, pilihan, maupun konfigurasi dari sekumpulan elemen yang
jumlahnya terbatas. Karena berhubungan langsung dengan objek diskret,
kombinatorika memiliki peran yang sangat penting dalam informatika.
Dalam analisis algoritma, kombinatorika digunakan untuk menghitung
jumlah langkah atau operasi yang dibutuhkan suatu program. Dalam
probabilitas komputasi, kombinatorika membantu menentukan peluang
dari berbagai kemungkinan hasil. Selain itu, dalam desain kombinatorial,
konsep ini dipakai untuk merancang sistem yang efisien berdasarkan
banyak kemungkinan susunan yang tersedia. Dengan demikian,
kombinatorika menjadi alat utama untuk memahami kompleksitas dan
efisiensi dalam berbagai proses komputasi modern.

Secara fundamental, kombinatorika berkaitan erat dengan prinsip
penghitungan dalam ruang berhingga. Setiap objek dalam suatu
himpunan diskret dapat dianggap sebagai elemen yang dapat dipilih,
diurutkan, atau dikelompokkan menurut aturan tertentu. Dari sudut
pandang ini, kombinatorika membentuk dasar bagi banyak analisis
kuantitatif dalam sistem diskret, termasuk struktur data, algoritma, teori
graf, dan probabilitas. Hampir setiap persoalan komputasi pada akhirnya
dapat dipandang sebagai persoalan menghitung banyaknya
kemungkinan solusi atau jalur yang dapat ditempuh.

Prinsip paling dasar dalam kombinatorika bertumpu pada dua
aturan utama, yaitu aturan penjumlahan dan aturan perkalian. Aturan
penjumlahan digunakan ketika dua kejadian bersifat saling lepas atau
tidak mungkin terjadi bersamaan. Jika suatu proses dapat dilakukan
dengan m cara dan proses lain dengan n cara, maka total kemungkinan
adalah m +n. Sebaliknya, aturan perkalian digunakan ketika suatu proses
terdiri dari beberapa tahap berurutan. Jika tahap pertama memiliki m
kemungkinan dan tahap kedua memiliki n kemungkinan, maka total cara
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yang mungkin adalah m x n. Kedua prinsip sederhana ini menjadi
fondasi bagi berbagai persoalan kombinatorial yang lebih kompleks.

Aturan penjumlahan sering muncul dalam pembagian kasus pada
algoritma. Misalnya, sebuah program dapat memilih satu dari beberapa
jalur proses yang berbeda. Jika setiap jalur memiliki sejumlah
kemungkinan tertentu dan antarjalur tidak saling tumpang tindih, maka
jumlah total kemungkinan diperoleh dengan menjumlahkannya.
Sementara itu, aturan perkalian menggambarkan bagaimana keputusan
berurutan menghasilkan pertumbuhan ruang kemungkinan yang sangat
cepat. Contohnya, jika sebuah sistem sandi memiliki 4 pilihan karakter
pada posisi pertama dan 5 pilihan pada posisi kedua, maka total
kemungkinan kombinasi menjadi 20. Pola seperti ini menunjukkan
bagaimana sistem diskret dapat berkembang secara eksponensial hanya
dari beberapa tahap keputusan sederhana.

Salah satu konsep utama dalam kombinatorika adalah permutasi,
yaitu penyusunan objek dengan memperhatikan urutan. Jika terdapat n
objek berbeda, maka jumlah semua susunan yang mungkin adalah n!.
Nilai faktorial tumbuh sangat cepat seiring bertambahnya n, sehingga
mencerminkan ledakan kompleksitas dalam banyak sistem diskret.
Sebagai contoh, 3 objek memiliki 6 susunan, sedangkan 10 objek sudah
memiliki lebih dari 3 juta susunan. Pertumbuhan ini menunjukkan
mengapa persoalan yang tampak sederhana dapat menjadi sangat sulit
ketika ukuran data membesar.

Faktorial sendiri memiliki struktur rekursif, yaitu n! =n x (n —
1)!. Artinya, jumlah susunan n objek dapat dibangun dari jumlah susunan
objek yang lebih sedikit. Pola ini menjadi dasar bagi banyak algoritma
rekursif dan teknik divide-and-conquer dalam informatika. Selain
permutasi biasa, terdapat pula permutasi dengan syarat tertentu, seperti
permutasi siklik atau permutasi dengan elemen tetap. Dalam teori grup,
permutasi siklik menggambarkan struktur rotasi dan simetri, sehingga
kombinatorika juga memiliki hubungan erat dengan aljabar abstrak.

Berbeda dari permutasi, kombinasi adalah pemilihan objek tanpa
memperhatikan urutan. Banyaknya cara memilih k elemen dari n elemen
dinyatakan dengan C(n, k), yang dirumuskan sebagai n! / (k!(n — k)!).
Konsep ini sangat penting dalam pemilihan tim, penjadwalan,
pengambilan sampel data, dan probabilitas. Menariknya, kombinasi
memiliki sifat simetri, yaitu C(n, k) = C(n, n — k). Artinya, memilih k
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elemen sama artinya dengan memilih elemen yang tidak dipilih. Prinsip
ini menunjukkan adanya dualitas dalam ruang pilihan diskret.

Representasi visual kombinasi dapat dilihat pada Segitiga Pascal.
Setiap bilangan dalam segitiga diperoleh dari penjumlahan dua bilangan
di atasnya. Struktur ini menunjukkan hubungan rekursif yang kuat dalam
kombinasi sekaligus memperlihatkan pola simetri. Selain berguna dalam
kombinatorika, Segitiga Pascal juga muncul dalam ekspansi binomial,
probabilitas, dan teori bilangan. Dengan demikian, satu struktur
sederhana mampu menghubungkan berbagai bidang matematika.

Dalam persoalan yang melibatkan himpunan saling tumpang
tindih, digunakan prinsip inklusi-eksklusi. Prinsip ini berguna untuk
menghitung jumlah elemen gabungan beberapa himpunan tanpa
menghitung elemen yang sama berulang kali. Untuk dua himpunan A
dan B berlaku rumus |[A U B| = |A| + |B| — |A N B|. Jika himpunan lebih
banyak, pola penjumlahan dan pengurangan dilakukan secara
bergantian. Prinsip ini banyak digunakan dalam probabilitas diskret,
analisis data, serta penghitungan kasus kompleks dalam ilmu komputer.

Kombinatorika juga berkaitan dengan fungsi pembangkit
(generating functions), yaitu metode merepresentasikan deret bilangan
sebagai koefisien dalam polinomial atau deret pangkat. Teknik ini
memungkinkan persoalan penghitungan diubah menjadi persoalan
aljabar. Banyak masalah rekursif yang sulit dihitung secara langsung
justru dapat diselesaikan lebih mudah melalui fungsi pembangkit. Dalam
kasus objek berlabel, digunakan fungsi pembangkit eksponensial yang
memiliki bentuk khusus dan sangat berguna dalam analisis struktur
diskret.

Konsep lain yang penting adalah partisi bilangan, yaitu
banyaknya cara menuliskan suatu bilangan sebagai jumlah bilangan
positif tanpa memperhatikan urutan. Misalnya, bilangan 4 dapat dipartisi
menjadi 4, 3+1, 242, 2+1+1, dan 1+1+1+1. Nilai fungsi partisi tumbuh
sangat cepat dan memiliki hubungan erat dengan teori bilangan serta
analisis asimtotik. Kajian ini menunjukkan bahwa bahkan persoalan
sederhana tentang penjumlahan dapat menghasilkan struktur matematika
yang sangat dalam.

Dalam informatika, kombinatorika sangat penting untuk analisis
algoritma. Setiap langkah algoritma dapat dihitung sebagai bagian dari
ruang kemungkinan keputusan. Struktur pohon keputusan pada
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algoritma pencarian dan sorting merupakan contoh nyata penerapan
kombinatorika. Setiap simpul pohon merepresentasikan pilihan yang
menghasilkan cabang baru, sedangkan kedalaman pohon mencerminkan
kompleksitas waktu algoritma. Dari analisis ini diketahui bahwa
algoritma sorting berbasis perbandingan memiliki batas minimum Q(n
log n).

Kombinatorika juga berperan besar dalam teori graf. Jumlah graf
sederhana dengan n simpul dapat dihitung dari semua kemungkinan
pasangan simpul yang dihubungkan atau tidak dihubungkan. Selain itu,
konsep spanning tree, lintasan, dan subgraf semuanya merupakan objek
kombinatorial. Dalam jaringan komputer, teori graf digunakan untuk
routing, desain topologi, dan optimasi jalur komunikasi. Karena itu,
kombinatorika menjadi bahasa penting dalam memahami struktur
jaringan modern.

Dalam probabilitas diskret, kombinatorika digunakan untuk
menghitung ruang sampel dan peluang kejadian. Distribusi binomial,
misalnya, memakai kombinasi dalam rumus peluang mendapatkan k
keberhasilan dari n percobaan. Ekspektasi dan varians variabel acak
diskret juga dihitung dari penjumlahan berbobot semua kemungkinan
hasil. Hal ini menunjukkan bahwa probabilitas modern sangat
bergantung pada teknik penghitungan kombinatorial.

Di bidang keamanan informasi, kombinatorika digunakan untuk
menganalisis ruang kunci kriptografi. Semakin besar jumlah
kemungkinan kunci, semakin sulit sistem diserang dengan brute force.
Pertumbuhan eksponensial ruang kunci menunjukkan bahwa
penambahan sedikit panjang kunci dapat meningkatkan keamanan secara
drastis. Kombinatorika juga dipakai dalam teori kode, seperti Hamming
code, untuk mendeteksi dan memperbaiki kesalahan data pada
komunikasi digital.

Kombinatorika menyediakan kerangka formal untuk memahami
struktur diskret dalam matematika dan informatika. Setiap konfigurasi,
susunan, pilithan, jalur, maupun kemungkinan solusi dapat
direpresentasikan dalam bentuk kombinatorial yang sistematis.
Pertumbuhan ruang kemungkinan yang sangat cepat menjelaskan
mengapa banyak persoalan komputasi menjadi sulit diselesaikan secara
efisien. Oleh karena itu, kombinatorika tidak hanya berfungsi sebagai
teknik menghitung, tetapi juga sebagai dasar konseptual dalam

132 Matematika Untuk Informatika



memahami kompleksitas, efisiensi, dan desain sistem komputasi
modern.

A. Prinsip Penjumlahan dan Perkalian

1. Pengertian dan Dasar Teoretis Prinsip Penjumlahan serta
Perkalian

Prinsip penjumlahan dan prinsip perkalian merupakan dua aturan
paling mendasar dalam kombinatorika. Keduanya digunakan untuk
menghitung banyaknya cara suatu kegiatan dapat dilakukan tanpa harus
menuliskan seluruh kemungkinan satu per satu. Dalam matematika
diskret, kedua prinsip ini menjadi fondasi utama karena hampir seluruh
metode pencacahan yang lebih kompleks dibangun dari pengembangan
dua ide dasar tersebut. Setiap persoalan yang melibatkan pilihan
alternatif, tahapan kerja, susunan objek, distribusi data, atau keputusan
bercabang pada dasarnya dapat ditelusuri kembali kepada prinsip
penjumlahan atau prinsip perkalian.

Prinsip penjumlahan digunakan ketika suatu aktivitas terdiri dari
beberapa pilihan yang saling terpisah. Jika suatu tugas dapat dilakukan
melalui dua cara berbeda, yaitu tugas pertama sebanyak n: cara dan tugas
kedua sebanyak n. cara, serta kedua cara tersebut tidak mungkin
dilakukan bersamaan, maka total banyak cara melakukan salah satunya
adalah:

n=m+n:

Secara umum, jika terdapat k pilihan yang saling lepas dengan banyak
cara masing-masing ni, nz, ns, ..., Ny, maka jumlah seluruh cara adalah:

n=n+n+n:+..+ng

Makna “saling lepas” sangat penting. Dua kejadian dikatakan saling
lepas jika tidak ada elemen yang dihitung dua kali. Dalam teori
himpunan, kondisi ini ditulis: AN B =0

Artinya, himpunan A dan B tidak memiliki anggota bersama. Karena
tidak ada irisan, maka jumlah anggota gabungan kedua himpunan
menjadi:

A UB|=|A[ +|B]
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Sebagai contoh, seorang mahasiswa dapat menuju kampus
menggunakan bus dengan 4 rute atau menggunakan kereta dengan 3 rute,
dan ia hanya memilih satu jenis transportasi. Maka jumlah cara menuju
kampus adalah: 4 + 3 = 7. Dengan demikian, prinsip penjumlahan
berfungsi ketika persoalan berbentuk “atau”.

Berbeda dengan itu, prinsip perkalian digunakan ketika suatu
proses dilakukan melalui beberapa tahap berurutan. Jika langkah
pertama dapat dilakukan dengan n: cara dan langkah kedua dengan n.
cara, maka total kemungkinan seluruh proses adalah:

n=nm X nz

Jika terdapat k tahap berurutan dengan banyak pilihan masing-masing
ni, N2, ..., Nk, maka:

n=n XnzxXnsxX... Xng

Prinsip ini berlaku karena setiap pilihan pada tahap pertama dapat
dipasangkan dengan seluruh pilihan pada tahap berikutnya. Sebagai
contoh, seseorang memiliki 5 kemeja dan 4 celana. Banyak kombinasi
pakaian yang dapat dipilih adalah: 5 x 4 = 20 Hal ini menunjukkan
bahwa prinsip perkalian dipakai untuk situasi “dan”.

Secara konseptual, prinsip penjumlahan dan perkalian
mencerminkan dua struktur logika dasar dalam pengambilan keputusan.
Kata “atau” mengarah pada penjumlahan, sedangkan kata “dan”
mengarah pada perkalian. Dalam logika matematika dan desain
algoritma, dua pola ini sangat dominan. Program komputer dibangun
dari percabangan dan urutan proses. Percabangan merepresentasikan
pilihan, sedangkan urutan merepresentasikan tahapan.

Contoh lain dapat dilihat pada pembentukan nomor identitas
sederhana. Jika digit pertama memiliki 9 pilihan (1 sampai 9) dan digit
kedua memiliki 10 pilihan (0 sampai 9), maka jumlah nomor dua digit
yang mungkin adalah: 9 x 10 =90
Jika pengguna dapat memilih nomor dua digit atau tiga digit, maka total
seluruh kemungkinan adalah: 90 + (9 x 10 x 10). Ini menunjukkan bahwa
persoalan kompleks sering kali merupakan gabungan kedua prinsip
sekaligus.
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Dalam teori kombinatorika, kedua prinsip ini juga menjadi dasar
bagi konsep yang lebih maju seperti permutasi dan kombinasi. Faktorial:
n!l=nx(Mn-1)xm-12)x..x1

merupakan penerapan langsung prinsip perkalian, karena setiap posisi
memiliki jumlah pilihan yang terus berkurang. Begitu pula rumus
kombinasi:

C(n,r) =n!/ (r!(n—T)!)

dibangun dari proses pemilihan dan pengurutan yang berasal dari aturan
pencacahan dasar.

Secara filosofis, prinsip penjumlahan dan perkalian
menunjukkan bahwa persoalan besar dapat dipecah menjadi bagian-
bagian kecil yang terstruktur. Jika suatu masalah terlalu rumit dihitung
secara langsung, maka langkah pertama adalah mengenali apakah
struktur masalah berbentuk alternatif atau tahapan. Setelah itu, proses
perhitungan menjadi jauh lebih sederhana.

Dalam konteks pendidikan matematika, memahami dua prinsip
ini sangat penting karena siswa sering mengalami kesalahan ketika
membedakan kapan harus menjumlah dan kapan harus mengalikan.
Kesalahan umum terjadi ketika pilihan sebenarnya saling lepas tetapi
dihitung dengan perkalian, atau sebaliknya tahapan berurutan justru
dijumlahkan. Oleh karena itu, pemahaman makna konteks lebih penting
daripada sekadar menghafal rumus.

Prinsip penjumlahan dan prinsip perkalian merupakan bahasa
dasar dalam kombinatorika. Keduanya tidak hanya berfungsi sebagai alat
hitung, tetapi juga sebagai model berpikir sistematis dalam
menyelesaikan persoalan diskret. Hampir seluruh metode penghitungan
lanjutan dalam matematika dan informatika bertumpu pada dua gagasan
sederhana ini. Dengan menguasainya, seseorang memiliki fondasi kuat
untuk memahami probabilitas, algoritma, teori graf, kriptografi, dan
analisis sistem modern.

2. Penerapan dalam Informatika dan Algoritma

Dalam ilmu komputer, prinsip penjumlahan dan perkalian
menjadi dasar penting dalam memahami struktur algoritma dan
menghitung kompleksitas proses komputasi. Prinsip penjumlahan
tampak jelas pada struktur percabangan seperti if-else, switch-case, atau
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pemilihan jalur proses lainnya. Setiap cabang mewakili kemungkinan
eksekusi yang berbeda, sehingga total biaya komputasi dapat dianalisis
sebagai penjumlahan dari setiap kemungkinan kasus. Misalnya, jika
suatu program memiliki dua cabang dengan kompleksitas masing-
masing (T1(n) dan (T2(n), maka keseluruhan analisis dapat ditulis sebagai
(T(n) = Ti(n) + T*(n) tergantung model kasus yang digunakan.
Sementara itu, prinsip perkalian muncul pada struktur perulangan
bertingkat atau nested loop. Jika loop luar berjalan m kali dan setiap
iterasi menjalankan loop dalam sebanyak » kali, maka total operasi
menjadi m X n. Jika kedua loop bergantung pada ukuran input yang
sama, misalnya n, maka kompleksitasnya menjadi O(»n?). Untuk tiga loop
bersarang, kompleksitas dapat meningkat menjadi O(#°).

Prinsip ini juga sangat penting dalam algoritma backtracking dan
brute force, di mana setiap langkah keputusan menghasilkan beberapa
cabang baru. Jika pada setiap tahap terdapat k pilihan dan proses
berlangsung selama r tahap, maka ruang pencarian menjadi k'. Selain itu,
dalam teori bahasa formal, jumlah string sepanjang (n) dari alfabet
berukuran (m) adalah m", hasil langsung dari prinsip perkalian karena
setiap posisi karakter memiliki m pilihan. Pada automata hingga, jumlah
transisi antar state dan kemungkinan jalur input juga dianalisis
menggunakan dua prinsip ini. Dalam struktur data seperti pohon, setiap
node yang memiliki beberapa anak menciptakan cabang baru yang dapat
dihitung secara kombinatorial.

Pada teori graf, jumlah kemungkinan sisi antara n simpul adalah
(721), dan setiap sisi dapat dipilih atau tidak dipilih, sehingga jumlah graf
sederhana adalah 2(721) Hal ini menunjukkan bahwa banyak persoalan
komputasi pada dasarnya adalah persoalan menghitung kemungkinan.
Oleh karena itu, prinsip penjumlahan dan perkalian menjadi bahasa dasar
untuk menjelaskan perilaku algoritma, pertumbuhan waktu komputasi,
serta ukuran ruang solusi dalam informatika modern.

3. Peranan dalam Sistem Modern dan Kompleksitas

Dalam sistem modern, prinsip penjumlahan dan perkalian
berperan besar dalam menjelaskan pertumbuhan kompleksitas serta
efisiensi berbagai teknologi digital. Dalam kriptografi, misalnya, ukuran
ruang kunci menjadi faktor utama keamanan sistem. Jika sebuah kunci
terdiri dari n bit dan setiap bit memiliki dua kemungkinan, yaitu 0 atau
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1, maka jumlah seluruh kunci yang mungkin adalah 2". Untuk kunci 128-
bit, jumlah kemungkinannya adalah 2'?®, angka yang sangat besar
sehingga pencarian brute force praktis tidak mungkin dilakukan dengan
komputer biasa. Ini adalah penerapan langsung prinsip perkalian karena
setiap posisi bit merupakan tahap pilihan independen. Dalam machine
learning, terutama model berbasis fitur kategorikal, kombinasi fitur juga
tumbuh sangat cepat. Jika terdapat lima fitur dan masing-masing
memiliki empat kemungkinan nilai, maka ruang kombinasi input
menjadi 4° = 1024. Ketika jumlah fitur meningkat, fenomena ini dikenal
sebagai curse of dimensionality, yaitu ledakan dimensi yang membuat
pelatihan model semakin sulit.

Dalam basis data, prinsip penjumlahan digunakan ketika sistem
menggabungkan hasil dari beberapa query atau filter alternatif,
sedangkan prinsip perkalian tampak pada operasi join antar tabel. Jika
tabel pertama memiliki m baris dan tabel kedua memiliki » baris, maka
join naif dapat menghasilkan hingga m x n pasangan data sebelum
dilakukan seleksi lebih lanjut. Dalam jaringan komunikasi, jumlah rute
antara node-node dalam sistem dapat bertambah pesat sesuai banyaknya
jalur alternatif dan tahapan hop yang tersedia. Dalam teori optimisasi,
setiap variabel diskret dengan beberapa pilihan nilai menambah dimensi
ruang solusi secara multiplikatif. Jika terdapat (k) variabel dan masing-
masing memiliki (m) kemungkinan, maka total konfigurasi adalah (m").
Struktur seperti ini muncul pada penjadwalan, penentuan rute, alokasi
sumber daya, dan masalah knapsack. Bahkan dalam game theory, jika
setiap pemain memiliki sejumlah strategi, maka total profil strategi
diperoleh dari hasil kali jumlah strategi masing-masing pemain.

Semua contoh tersebut menunjukkan bahwa pertumbuhan
kompleksitas pada sistem modern sering berasal dari prinsip
kombinatorial sederhana. Prinsip penjumlahan menambah alternatif,
sedangkan prinsip perkalian memperbesar kombinasi antar komponen.
Karena itu, memahami kedua prinsip ini sangat penting untuk merancang
algoritma yang efisien, membatasi ledakan kompleksitas, serta
meningkatkan performa sistem komputasi masa kini.
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1. Konsep Dasar Permutasi dan Struktur Pengurutan

Permutasi adalah konsep kombinatorika yang membahas
penyusunan objek dengan memperhatikan urutan posisi setiap elemen.
Jika terdapat (n) objek berbeda dan dipilih (7) objek untuk disusun, maka
banyaknya susunan disebut permutasi (r) dari (n), dengan rumus:

n!

P(n,r) = =)

Rumus ini menunjukkan bahwa urutan menjadi faktor utama, sehingga
susunan ABC berbeda dengan BAC walaupun terdiri dari elemen yang
sama.

Secara proses, permutasi dapat dipahami melalui prinsip
perkalian. Posisi pertama memiliki (n) pilihan, posisi kedua memiliki (n-
1) pilihan, dan seterusnya hingga posisi ke-(r), sehingga diperoleh:

nn-1)n—-2)...(n—r+1)

Jika (r = n), maka diperoleh permutasi penuh sebesar (n!). Nilai faktorial
ini tumbuh sangat cepat, sehingga penambahan satu elemen saja dapat
meningkatkan jumlah susunan secara drastis. Oleh karena itu, permutasi
menjadi representasi penting dalam memahami ruang kemungkinan
yang sensitif terhadap perubahan posisi.

2. Representasi Matematis dan Struktur Aljabar Permutasi

Selain sebagai alat hitung, permutasi juga memiliki makna
matematis yang lebih dalam. Permutasi dapat dipandang sebagai fungsi
injektif yang memetakan posisi ke elemen tertentu, sehingga setiap posisi
diisi tepat satu objek tanpa pengulangan. Dalam teori grup, seluruh
permutasi dari (n) elemen membentuk grup simetri (Sy), yaitu himpunan
semua susunan yang dapat dikomposisikan sebagai fungsi.

Grup ini memiliki (n!) elemen dan menjadi salah satu objek
utama dalam aljabar abstrak. Setiap permutasi dapat diuraikan ke dalam
siklus-siklus terpisah, misalnya (1 3 2), yang menunjukkan perpindahan
posisi secara melingkar. Orde suatu permutasi ditentukan oleh Kelipatan
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Persekutuan Terkecil (KPK) dari panjang siklus-siklusnya. Struktur ini
memperlihatkan hubungan erat antara permutasi, teori bilangan, dan
simetri matematis. Dengan demikian, permutasi bukan hanya susunan
objek, tetapi juga memiliki struktur formal yang kaya dan penting dalam
banyak cabang matematika.

3. Penerapan Permutasi dalam Informatika dan Algoritma

Dalam ilmu komputer, permutasi banyak digunakan dalam
analisis algoritma dan struktur data. Pada algoritma sorting, setiap input
dapat dianggap sebagai salah satu permutasi dari data yang telah terurut.
Karena terdapat (n!) kemungkinan susunan input, maka algoritma
sorting berbasis perbandingan memiliki batas bawah kompleksitas
sebesar Q (n log n). Permutasi juga muncul dalam traversal graf,
penjadwalan proses, dan pencarian urutan optimal. Dalam masalah
Traveling Salesman Problem (TSP), setiap solusi adalah permutasi kota-
kota yang harus dikunjungi. Jika ada (n) kota, maka ruang solusi
mendekati (n - 1)!), sehingga pencarian optimal menjadi sangat sulit
ketika (n) besar.

Pada algoritma shuffle seperti Fisher-Yates, permutasi digunakan
untuk menghasilkan urutan acak uniform dengan kompleksitas O(n).
Dalam machine learning, permutasi dipakai pada feature shuffling dan
data augmentation untuk menguji sensitivitas model terhadap urutan
data. Semua contoh ini menunjukkan bahwa permutasi menjadi dasar
penting dalam memahami masalah yang bergantung pada urutan dan
pencarian kombinasi terbaik.

4. Peranan Permutasi dalam Sistem Modern dan Kompleksitas

Permutasi juga memiliki peran besar dalam kriptografi, statistik,
jaringan, dan kompresi data. Dalam kriptografi klasik, substitusi huruf
dapat dimodelkan sebagai permutasi alfabet. Untuk alfabet 26 huruf,
jumlah kemungkinan kunci adalah (26!), jumlah yang sangat besar.
Dalam statisttk non-parametrik, uji permutasi digunakan untuk
menentukan signifikansi data tanpa asumsi distribusi tertentu, dengan
mengevaluasi semua kemungkinan pengurutan data.

Dalam teori graf, dua graf dianggap isomorfik jika ada permutasi
simpul yang mempertahankan hubungan antar sisi. Pada kompresi data
seperti Burrows-Wheeler Transform, permutasi siklik string digunakan
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untuk meningkatkan efisiensi encoding. Dalam sistem distribusi,
pengacakan urutan tugas membantu /load balancing agar beban
komputasi tersebar merata. Pertumbuhan faktorial pada permutasi
menunjukkan bahwa ruang kemungkinan meningkat sangat cepat,
bahkan lebih cepat dari eksponensial biasa. Karena itu, banyak persoalan
berbasis permutasi termasuk masalah yang sulit diselesaikan secara
efisien. Secara umum, permutasi menegaskan bahwa urutan adalah
elemen fundamental dalam sistem diskret dan memiliki dampak besar
terhadap kompleksitas komputasi modern.

C. Kombinasi dan Koefisien Binomial

1. Definisi Kombinasi dan Struktur Pemilihan Diskret

Kombinasi adalah proses memilih sejumlah objek dari
sekumpulan objek tanpa memperhatikan urutan. Jika tersedia n objek
berbeda dan akan dipilih r objek, maka banyaknya cara pemilihan
dinyatakan dengan:

C(n,r) =n!/ (r!(n-1)!)

Konsep ini berbeda dari permutasi karena dalam kombinasi urutan tidak
memiliki arti. Misalnya pemilihan {A, B} dianggap sama dengan {B,
A}. Karena itu ruang kemungkinan dalam kombinasi lebih kecil
dibandingkan permutasi. Secara matematis, kombinasi diperoleh dari
jumlah seluruh susunan n! yang kemudian dibagi dengan r! untuk
menghilangkan pengulangan akibat perubahan urutan pada objek
terpilih, serta dibagi lagi dengan (n-r)! untuk objek yang tidak dipilih.
Struktur ini menunjukkan bahwa kombinasi merupakan bentuk
penyederhanaan dari permutasi melalui konsep kesetaraan susunan.

Kombinasi juga berkaitan erat dengan teori himpunan. Setiap
kombinasi dapat dipandang sebagai subset berukuran r dari himpunan
berukuran n. Karena setiap elemen hanya memiliki dua status, yaitu
dipilih atau tidak dipilih, maka jumlah seluruh subset dari himpunan
berukuran n adalah: 2"

Hal ini menghasilkan identitas penting:
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¥ C(n,k), k =0 sampai n = 2"

Artinya, seluruh kombinasi dari berbagai ukuran k membentuk
keseluruhan ruang subset. Dalam informatika, konsep ini sangat penting
karena banyak persoalan komputasi, seperti subset sum, knapsack, dan
feature selection, bekerja pada ruang solusi berbasis subset yang tumbuh
eksponensial.

2. Koefisien Binomial dan Teorema Binomial

Kombinasi memiliki hubungan langsung dengan ekspansi aljabar
melalui Teorema Binomial. Untuk setiap bilangan real x, y, dan bilangan
bulat non-negatif n, berlaku:

(X +y)" =X C(n,k)x* y"®, k=0 sampai n
Rumus ini menunjukkan bahwa setiap koefisien dalam hasil ekspansi
merupakan nilai kombinasi. Nilai C(n,k) menyatakan banyaknya cara
memilih k faktor x dari n faktor dalam perkalian (x+y)(x+y)...(x+y).
Sebagai contoh:

(x +y)’ = C3,0x% + C3,Dx'y* + C(3,2)x%y" + C(3,3)x°y’

Sehingga:
(x+y) =y’ +3xy’ + 3x%y +x°

Koefisien 1, 3, 3, dan 1 berasal dari nilai kombinasi:

. C(3,0=1
. C(3,1)=3
. C(3,2)-3
. C(3,3)=1

Makna matematisnya sangat penting karena memperlihatkan bahwa
operasi aljabar kontinu dapat dijelaskan melalui proses pemilihan
diskret. Dalam statistika dan probabilitas, struktur ini muncul pada
distribusi binomial:

P(X'=k) = C(nkp* (1-p)®
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Artinya, rumus ini digunakan untuk mencari peluang muncul tepat (k)

keberhasilan dalam (n) kali percobaan, jika setiap percobaan memiliki

peluang sukses sebesar (p).

Keterangan simbol:

e P(X=k)=peluang mendapatkan tepat (k) sukses

e ((n,k) = kombinasi, yaitu banyak cara memilih (k) sukses dari (n)
percobaan

e n=jumlah percobaan

e k=jumlah sukses yang diinginkan

e p = peluang sukses tiap percobaan

1 - p = peluang gagal

Contoh:
Sebuah koin dilempar 5 kali. Peluang muncul gambar = 0,5. Berapa
peluang muncul gambar tepat 3 kali?

Gunakan:

P (X=3)=C(5,3)(0.5)°%0.5)°
=10x%0.125 x0.25=0.3125

Jadi peluangnya 0,3125 atau 31,25%.

Syarat distribusi binomial:

1. Percobaan dilakukan sebanyak (n) kali

2. Tiap percobaan hanya dua hasil: sukses/gagal
3. Peluang sukses tetap

4. Antar percobaan saling bebas

3. Segitiga Pascal dan Sifat Rekursif Kombinasi

Koefisien binomial dapat disusun dalam bentuk Segitiga Pascal.
Setiap baris ke-n berisi nilai C(n,k) untuk k =0,1,2,...,n. Bentuk awalnya
adalah:

1

11
121
1331
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14641
15101051
1615201561

Setiap elemen di tengah diperoleh dari penjumlahan dua elemen tepat di
atasnya. Sifat ini dikenal sebagai Identitas Pascal:

C(n,k) = C(n-1,k-1) + C(n-1,k)

Maknanya dapat dijelaskan melalui pemilihan elemen terakhir. Jika

terdapat n objek dan ingin memilih k objek, maka ada dua kemungkinan:

1. Elemen terakhir dipilih, sehingga sisa pilihan adalah k-1 dari n-1
objek.

2. Elemen terakhir tidak dipilih, sehingga tetap memilih k dari n-1
objek.

Jumlah kedua kasus tersebut menghasilkan nilai total kombinasi.

Segitiga Pascal juga menunjukkan sifat simetri:

C(n,k) =C(n, n - k)
Artinya memilih k objek setara dengan tidak memilih n-k objek.

Contohnya:
C(5.2)=C(5.3)=10

Karena memilih dua dari lima objek sama banyaknya dengan
menentukan tiga objek yang tersisa. Sifat rekursif ini sangat penting
dalam komputasi karena memungkinkan perhitungan kombinasi tanpa
faktorial besar. Dalam algoritma dynamic programming, nilai kombinasi
dihitung bertahap dari baris sebelumnya sehingga lebih efisien dan stabil
secara numerik.

4. Aplikasi Kombinasi dalam Informatika dan Sistem Modern
Kombinasi memiliki aplikasi luas dalam ilmu komputer dan

teknologi modern. Dalam algoritma optimisasi, masalah knapsack

menggunakan kombinasi untuk menentukan subset item terbaik yang
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memaksimalkan nilai tanpa melebihi kapasitas. Jika ada » item, maka
ruang solusi dapat mencapai: 2". Karena setiap item dapat dipilih atau
tidak dipilih.

Dalam machine learning, kombinasi digunakan pada feature
selection. Jika tersedia 20 fitur, maka jumlah subset fitur yang mungkin
adalah: 22° = 1.048.576
Jumlah ini menunjukkan mengapa pencarian subset optimal menjadi
sulit dan membutuhkan heuristik atau algoritma cerdas.

Dalam teori graf, kombinasi digunakan untuk menghitung
jumlah sisi maksimum graf lengkap dengan n simpul:

C(n2)=nn-1)/2

Karena setiap pasangan simpul dapat membentuk satu sisi. Jika terdapat
10 simpul, maka jumlah sisi maksimum:

C(10,2) = 45

Dalam kriptografi, kombinasi digunakan untuk menganalisis
kemungkinan subset bit kunci atau skenario serangan brute force parsial.
Dalam basis data, kombinasi digunakan untuk query pencarian
multiatribut, pemilihan indeks, dan clustering data.

Kombinasi juga berperan dalam statistik modern, terutama pada
uji kombinatorial, random sampling, dan bootstrap. Banyak metode
inferensial bergantung pada pemilihan subset data secara acak dari
himpunan besar. Secara umum, kombinasi menunjukkan bahwa
persoalan diskret modern sering kali berkembang sangat cepat seiring
bertambahnya elemen sistem. Oleh karena itu, pemahaman kombinasi
dan koefisien binomial sangat penting untuk menganalisis efisiensi
algoritma, kapasitas sistem, serta kompleksitas komputasi. Kombinasi
menjadi jembatan utama antara penghitungan diskret, probabilitas, dan
struktur aljabar yang digunakan luas dalam informatika.
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D. Prinsip Inklusi-Eksklusi

1. Konsep Dasar dan Struktur Matematis

Prinsip inklusi-eksklusi adalah metode dalam kombinatorika
yang digunakan untuk menghitung banyaknya elemen dalam gabungan
beberapa himpunan yang saling tumpang tindih. Jika ukuran masing-
masing himpunan langsung dijumlahkan, maka elemen yang berada pada
irisan dua atau lebih himpunan akan terhitung berulang. Karena itu
diperlukan koreksi melalui proses pengurangan dan penambahan secara
bertahap. Secara umum, untuk himpunan Ai, Ao, ..., A,, berlaku:

JA1U A2 U ... UA=ZIA]-ZAiN A+ ZIAI N A N Ay - ...
Untuk dua himpunan, bentuk sederhananya adalah:
|AUB|=|A|+ B|-]A N B|
Sedangkan untuk tiga himpunan:
[AUBUC|=|Al+B|+|C|-[ANB|-[ANC|-BNC|+|ANBNC|

Pola tanda positif dan negatif menunjukkan mekanisme koreksi.
Penjumlahan pertama memasukkan semua elemen, pengurangan kedua
menghapus duplikasi akibat irisan berpasangan, lalu penambahan
berikutnya mengembalikan elemen yang terhapus terlalu banyak.
Dengan cara ini setiap elemen pada akhirnya dihitung tepat satu kali.
Prinsip ini menjadi dasar penting dalam berbagai persoalan diskret
karena banyak sistem nyata memiliki kondisi yang saling beririsan.

2. Aplikasi dalam Teori Bilangan dan Derangement

Salah satu aplikasi utama prinsip inklusi-eksklusi adalah
menghitung banyak bilangan bulat yang memenuhi atau tidak memenuhi
syarat keterbagian tertentu. Misalkan ingin mengetahui banyak bilangan
dari 1 sampai N yang tidak habis dibagi oleh prima p1, p, ..., px. Jika A;
adalah himpunan bilangan yang habis dibagi p;, maka:

|Ai| = floor(N/pi)
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Irisan dua himpunan dihitung dengan:
|Ai N Aj| = floor(N/(pip;))

Setelah seluruh gabungan dihitung dengan prinsip inklusi-eksklusi,
jumlah bilangan yang tidak habis dibagi semua prima tersebut diperoleh
dari komplemen:

N—‘AlUAzU...UAk‘

Prinsip ini juga digunakan dalam fungsi totien Euler:

¢m)=nT[(1 - 1/p)
dengan p adalah faktor prima dari n.

Aplikasi klasik lainnya adalah derangement, yaitu banyaknya
permutasi dari n objek di mana tidak ada satu pun elemen berada pada
posisi asalnya. Jika A; menyatakan himpunan permutasi yang
menempatkan elemen ke-i pada posisi semula, maka jumlah
derangement dinotasikan:

D(n) =n! Z((-1)k / k!), k = 0 sampai n
Nilai ini mendekati:
D(n) =n!/e

Rumus tersebut menunjukkan hubungan menarik antara struktur diskret
dan konstanta e. Derangement sering muncul dalam persoalan
penugasan acak, distribusi surat salah alamat, dan analisis pencocokan
acak.

3. Penerapan dalam Informatika, Algoritma, dan Kriptanalisis
Dalam ilmu komputer, prinsip inklusi-eksklusi sangat berguna
untuk menghitung jumlah konfigurasi valid ketika terdapat banyak
batasan yang saling tumpang tindih. Pada masalah constraint
satisfaction, setiap larangan membentuk himpunan solusi tidak valid.

146 Matematika Untuk Informatika



Jumlah solusi sah diperoleh dari total kemungkinan dikurangi gabungan
seluruh pelanggaran. Dalam analisis string, misalnya menghitung
banyak string panjang n yang tidak mengandung pola tertentu, setiap
kemunculan pola pada posisi tertentu dianggap sebagai himpunan
pelanggaran. Jika pola dapat muncul di beberapa posisi sekaligus, maka
diperlukan prinsip inklusi-eksklusi agar tidak terjadi penghitungan
ganda.

Pada teori graf, prinsip ini dipakai dalam penghitungan
pewarnaan graf yang sah. Jika A; adalah himpunan pewarnaan yang
melanggar sisi ke-i, maka jumlah pewarnaan valid dihitung dari
komplemen gabungan semua pelanggaran. Metode ini berkaitan
langsung dengan polinomial kromatik. Dalam basis data, prinsip ini
digunakan saat menghitung jumlah baris yang memenuhi beberapa
kondisi query sekaligus. Menjumlahkan hasil beberapa filter secara
langsung sering menghasilkan duplikasi karena satu baris bisa
memenuhi lebih dari satu kondisi. Koreksi irisan memastikan hasil akhir
akurat. Dalam kriptanalisis, prinsip ini membantu memperkirakan
jumlah kemungkinan kunci atau pola yang masih tersisa setelah sejumlah
syarat diterapkan. Jika setiap syarat membentuk himpunan kandidat
tertentu, maka ukuran gabungan kandidat dapat dihitung secara
sistematis. Dengan demikian, metode ini penting dalam evaluasi
kekuatan sistem keamanan digital.

4. Kelebihan, Keterbatasan, dan Makna Konseptual

Kekuatan utama prinsip inklusi-eksklusi adalah kemampuannya
menangani ketergantungan antar kondisi. Banyak persoalan tidak dapat
diselesaikan hanya dengan penjumlahan sederhana karena elemen sering
berada pada beberapa kategori sekaligus. Prinsip ini memberi kerangka
matematis agar setiap konfigurasi tetap dihitung satu kali secara tepat.
Secara konseptual, metode ini menunjukkan bahwa penghitungan yang
benar tidak hanya bergantung pada jumlah komponen individual, tetapi
juga pada interaksi antar komponen tersebut. Irisan himpunan
merepresentasikan hubungan antar syarat, konflik, atau overlap dalam
sistem nyata.

Namun, keterbatasan utama metode ini adalah jumlah suku yang
tumbuh sangat cepat. Untuk n himpunan, jumlah kombinasi irisan yang
perlu dipertimbangkan adalah:
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2n-1

Jika n besar, perhitungan langsung menjadi sangat mahal secara
komputasi. Karena itu dalam praktik sering digunakan optimasi seperti
dynamic programming, bitmasking, pemanfaatan simetri, atau
pendekatan aproksimasi. Walaupun demikian, prinsip inklusi-eksklusi
tetap menjadi salah satu alat paling fundamental dalam kombinatorika.
Ia mengajarkan bahwa kompleksitas sistem sering muncul dari tumpang
tindih antar kondisi, dan solusi matematis yang tepat harus mampu
mengelola overlap tersebut secara sistematis. Dalam teori bilangan,
algoritma, probabilitas, graf, basis data, hingga keamanan siber, prinsip
ini terus digunakan sebagai metode inti untuk menghitung ruang
kemungkinan secara akurat.

E. Pembangkit Fungsi

1. Konsep Dasar dan Representasi Deret Bilangan

Fungsi pembangkit (generating function) adalah metode penting
dalam kombinatorika yang digunakan untuk merepresentasikan suatu
barisan bilangan ke dalam bentuk deret pangkat. Dengan cara ini, pola
bilangan yang semula hanya berupa daftar angka dapat diubah menjadi
objek aljabar yang lebih mudah dianalisis. Jika diberikan (ao, a1, a, ...),
maka fungsi pembangkit biasa didefinisikan sebagai:

G(x) = Z a,x®
k=0

Dalam definisi ini, variabel (x) diperlakukan sebagai simbol formal,
bukan selalu sebagai nilai numerik. Artinya perhatian utama bukan pada
hasil substitusi nilai (x), tetapi pada koefisien setiap pangkat (x), karena
koefisien itulah yang menyimpan informasi deret asli. Misalnya barisan
konstan: 1, 1, 1, 1, 1, ... memiliki fungsi pembangkit:

Gx)=1+x+x*+x*+..=1/(1-%)

Barisan bilangan asli: 1, 2, 3, 4, 5, ... memiliki fungsi pembangkit:
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Gx)=1+2x+3x>+4x>+...=1/(1-x)?

Sedangkan barisan kuadrat: 1,4, 9, 16, ... dapat direpresentasikan dengan
fungsi pembangkit tertentu yang diperoleh dari turunan dan manipulasi
deret geometri. Keunggulan metode ini adalah pola numerik dapat
diubah menjadi persamaan aljabar yang lebih sederhana untuk diolah.

Fungsi pembangkit juga bersifat linear. Jika dua barisan memiliki
fungsi pembangkit masing-masing:

Alx) = Z agx”
B(x) = Z by x*

maka fungsi pembangkit untuk barisan jumlah (ak + bk) adalah:
A(x) + B(x)
Jika barisan dikalikan konstanta (c), maka:
cA(x)

Dengan demikian, operasi pada barisan dapat dilakukan melalui operasi
biasa pada fungsi. Hal ini sangat berguna ketika menyusun model
matematika dari persoalan kombinatorial. Selain itu, perkalian dengan
(x™) menggeser indeks deret. Jika:

A(x)=a0 +alx +a2x> + ...
maka:
XM A(X) =a0x™ +alx @D+

Artinya seluruh suku bergeser sejauh (m). Teknik ini sering dipakai saat
menyelesaikan relasi rekurensi. Secara umum, fungsi pembangkit
mengubah persoalan menghitung suku-suku barisan menjadi persoalan
manipulasi simbolik yang lebih sistematis dan elegan. Karena itu,
metode ini menjadi jembatan penting antara matematika diskret dan
analisis aljabar.
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2. Operasi Aljabar dan Makna Kombinatorial

Kekuatan utama fungsi pembangkit terletak pada kenyataan
bahwa operasi aljabar pada fungsi mempunyai arti langsung terhadap
struktur kombinatorial. Penjumlahan dua fungsi pembangkit menyatakan
penggabungan dua jenis objek, sedangkan perkalian menyatakan
pembentukan objek baru dari dua komponen independen. Misalkan:

A(x) = Z agx”
B(x) = Z by x*

Maka hasil kali:

A(x) B(x) = Z Cpx™

dengan:

n
Cn = Z Aybp_
k=0

Rumus ini disebut konvolusi. Secara kombinatorial, (c,) menyatakan
jumlah cara membentuk objek berukuran (n) dari dua bagian berukuran
(k) dan (n-k). Konsep ini sangat penting dalam banyak persoalan
penyusunan dan penggabungan. Contoh sederhana, misalkan tersedia
koin bernilai 1 dan 2. Banyak cara membentuk jumlah tertentu dapat
dimodelkan dengan:

I+x+x2+x3+. )1 +x2+xP+x0+.))
Faktor pertama menyatakan penggunaan koin 1 tak terbatas, faktor kedua
menyatakan koin 2 tak terbatas. Koefisien (x") dari hasil kali menyatakan
banyak cara membentuk nilai (n).

3. Penyelesaian Relasi Rekurensi dan Deret Bilangan

Salah satu penggunaan paling terkenal dari fungsi pembangkit
adalah menyelesaikan relasi rekurensi. Banyak barisan dalam
informatika dan matematika didefinisikan melalui hubungan dengan
suku sebelumnya. Fungsi pembangkit mengubah relasi semacam itu
menjadi persamaan aljabar. Misalnya barisan Fibonacci:
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ap=0
a1 =1
an = an-1 + an2, untuk n > 2

Definisikan:
G(x)=ao+ aix + ax* + asx’ + ...

Kalikan relasi dengan (x"), jumlahkan semua suku, lalu sederhanakan.

Maka diperoleh:

X

G(x)=1—x—x2

Dari sini dapat diturunkan rumus eksplisit Fibonacci:

a, =

V5

Metode ini mengubah persoalan rekurensi menjadi persamaan aljabar
yang lebih mudah diselesaikan.

4. Aplikasi Lanjut dalam Informatika dan Analisis Modern

Di luar kombinatorika klasik, fungsi pembangkit memiliki
banyak aplikasi modern dalam ilmu komputer, probabilitas, graf, dan
optimisasi. Dalam probabilitas diskret, jika P(X = n) = p,), maka
didefinisikan probability generating function:

60O =) pr”

Fungsi ini menyimpan seluruh distribusi peluang. Nilai harapan dapat
diperoleh dari:

EX) =G(1)

dan varians dari turunan kedua. Ini jauh lebih ringkas dibanding
menghitung satu per satu.
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Dalam teori graf, matriks ketetanggaan (A) digunakan untuk
menghitung jumlah lintasan. Banyak lintasan panjang (k) dari simpul (i)
ke (j) adalah elemen ((i,j) dari:A*. Maka fungsi pembangkit matriks:

I+ Ax+ A% +... = (I - xA)!

memberikan seluruh informasi lintasan sekaligus. Dalam analisis
algoritma, fungsi pembangkit digunakan untuk mempelajari laju
pertumbuhan koefisien. Jika fungsi memiliki singularitas terdekat di (x
=), maka secara kasar:

an~C (1/r)"

Ini membantu menentukan kompleksitas asimtotik algoritma
pencacahan.

Dalam pemrograman dinamis dan konvolusi besar, perkalian
polinomial dipercepat menggunakan FFT (Fast Fourier Transform). Jika
dua fungsi pembangkit mewakili dua himpunan kemungkinan, maka
hasil kali keduanya dapat dihitung jauh lebih cepat daripada metode
biasa. Teknik ini dipakai pada subset sum, pengolahan sinyal, dan
probabilitas gabungan. Dalam machine learning, fungsi pembangkit
digunakan pada model stokastik, branching process, dan analisis
jaringan. Dalam teori antrian, distribusi panjang antrean sering
diselesaikan melalui persamaan generating function.

Kelebihan utamanya adalah kemampuan menyimpan informasi
global dalam bentuk lokal, yaitu koefisien. Daripada menghitung setiap
kasus satu per satu, cukup bangun fungsi yang sesuai, lakukan
manipulasi aljabar, lalu ambil koefisien yang diinginkan. Pendekatan ini
sering mengubah masalah eksponensial menjadi proses yang jauh lebih
efisien secara matematis. Karena itu, fungsi pembangkit dianggap
sebagai salah satu alat paling elegan dalam matematika diskret. Ia
menghubungkan deret bilangan, struktur kombinatorial, probabilitas,
graf, algoritma, dan analisis kompleks dalam satu kerangka terpadu.
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TEORI GRAF

Teori graf merupakan cabang penting dalam matematika diskret
yang memiliki peranan besar dalam informatika karena mampu
memodelkan berbagai sistem yang terdiri atas objek dan hubungan
antarobjek. Banyak struktur dalam dunia komputasi dapat
direpresentasikan sebagai graf, seperti jaringan komputer, peta jalan,
media sosial, sirkuit elektronik, dependensi perangkat lunak, hingga
struktur biologis. Dalam model ini, setiap objek dinyatakan sebagai
simpul (vertex), sedangkan hubungan antarobjek dinyatakan sebagai sisi
(edge). Pendekatan ini membuat graf menjadi alat yang sangat fleksibel
untuk menganalisis sistem kompleks secara terstruktur. Secara formal,
graf ditulis sebagai pasangan terurut G = (V, E), dengan V sebagai
himpunan simpul dan E sebagai himpunan sisi yang menghubungkan
simpul-simpul tersebut.

Sejarah teori graf modern dimulai dari karya Leonhard Euler
pada tahun 1736 melalui penyelesaian Masalah Jembatan Konigsberg,
yang sering dianggap sebagai awal lahirnya teori graf. Euler
menunjukkan bahwa tidak mungkin melintasi ketujuh jembatan di kota
Konigsberg tepat satu kali dan kembali ke titik awal. Dari persoalan
sederhana itu lahir konsep lintasan, derajat simpul, dan keterhubungan
yang kemudian berkembang menjadi teori graf modern. Sejak saat itu,
graf menjadi fondasi penting dalam ilmu komputer dan optimisasi.

Graf dapat diklasifikasikan ke dalam beberapa jenis. Graf tak
berarah memiliki sisi tanpa arah, cocok untuk hubungan dua arah seperti
jalan dua jalur. Graf berarah (digraf) memiliki orientasi tertentu,
misalnya aliran data atau dependensi modul program. Selain itu terdapat
graf berbobot, yaitu graf yang setiap sisinya memiliki nilai tertentu
seperti jarak, biaya, waktu tempuh, atau kapasitas. Fungsi bobot ini
memungkinkan graf digunakan dalam berbagai persoalan optimisasi
seperti pencarian jalur tercepat atau biaya minimum.

Konsep dasar lain dalam graf adalah derajat simpul, yaitu jumlah
sisi yang terhubung ke suatu simpul. Pada graf berarah dikenal in-degree
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(jumlah sisi masuk) dan out-degree (jumlah sisi keluar). Salah satu
teorema dasar teori graf adalah Handshake Lemma, yang menyatakan
bahwa jumlah seluruh derajat simpul pada graf tak berarah sama dengan
dua kali jumlah sisi. Prinsip ini menunjukkan bahwa setiap sisi selalu
terhubung ke dua simpul.

Dalam analisis graf, dikenal konsep lintasan (path), yaitu urutan
simpul yang saling terhubung melalui sisi. Panjang lintasan ditentukan
oleh jumlah sisi yang dilalui. Jika lintasan dimulai dan berakhir pada
simpul yang sama tanpa mengulangi sisi, maka disebut siklus (cycle).
Keberadaan siklus penting dalam banyak sistem, misalnya mendeteksi
loop pada dependensi perangkat lunak atau sirkuit elektronik. Jika setiap
pasangan simpul memiliki lintasan penghubung, maka graf disebut graf
terhubung.

Untuk implementasi komputer, graf biasanya disimpan dalam
dua bentuk utama: matriks ketetanggaan dan daftar ketetanggaan.
Matriks ketetanggaan menggunakan tabel berukuran n X n untuk
menunjukkan apakah dua simpul saling terhubung, sedangkan daftar
ketetanggaan menyimpan daftar tetangga setiap simpul. Matriks lebih
cepat untuk pengecekan hubungan langsung, tetapi membutuhkan ruang
besar O(n?). Daftar ketetanggaan lebih hemat memori dan efisien untuk
graf jarang dengan kompleksitas O(n + m).

Proses menjelajahi graf disebut traversal, dan dua algoritma
utama yang digunakan adalah Depth-First Search (DFS) dan Breadth-
First Search (BFS). DFS menelusuri cabang sedalam mungkin sebelum
mundur ke cabang lain, sehingga cocok untuk mendeteksi siklus atau
komponen terhubung. BFS menelusuri graf secara bertingkat
berdasarkan jarak dari simpul awal, sehingga sangat efektif untuk
mencari jalur terpendek pada graf tak berbobot. BFS menghasilkan
pohon level yang menunjukkan jarak minimum ke setiap simpul.

Pada graf berbobot, pencarian jalur terpendek dilakukan
menggunakan algoritma seperti Dijkstra dan Bellman-Ford. Algoritma
Dijkstra bekerja untuk bobot non-negatif dengan memilih simpul
berjarak minimum secara bertahap menggunakan strategi greedy.
Bellman-Ford lebih umum karena mampu menangani bobot negatif dan
mendeteksi siklus negatif. Kedua algoritma ini sangat penting dalam
navigasi, routing jaringan, dan optimisasi logistik.
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Masalah penting lainnya adalah Minimum Spanning Tree (MST),
yaitu pohon yang menghubungkan semua simpul dengan total bobot
minimum. Dua algoritma terkenal untuk menyelesaikannya adalah
Kruskal dan Prim. Kruskal memilih sisi terkecil satu per satu tanpa
membentuk siklus, sedangkan Prim membangun pohon dari satu simpul
awal dengan menambahkan sisi minimum ke simpul baru. MST banyak
digunakan dalam desain jaringan listrik, kabel, jalan, dan infrastruktur
komunikasi.

Teori graf juga memiliki jenis graf khusus seperti graf planar,
yaitu graf yang dapat digambar tanpa sisi saling berpotongan. Untuk graf
planar berlaku rumus Euler: V —E + F =2, dengan F menyatakan jumlah
wilayah atau wajah. Ada pula graf bipartit, yaitu graf yang simpulnya
terbagi menjadi dua kelompok dan sisi hanya menghubungkan simpul
dari kelompok berbeda. Graf bipartit banyak digunakan dalam matching,
penjadwalan, dan alokasi sumber daya.

Dalam informatika modern, teori graf memiliki aplikasi sangat
luas. Pada jaringan sosial, simpul merepresentasikan pengguna dan sisi
merepresentasikan hubungan. Analisis graf memungkinkan pengukuran
centrality, komunitas, dan pengaruh. Dalam rekayasa perangkat lunak,
graf berarah digunakan untuk memodelkan dependensi antar modul,
sedangkan topological sorting dipakai untuk menentukan urutan
kompilasi atau eksekusi. Pada jaringan komputer, routing paket data
dilakukan dengan algoritma shortest path dan spanning tree.

Di bidang kecerdasan buatan, graf digunakan untuk pencarian
ruang keadaan melalui algoritma seperti A* yang memanfaatkan
heuristik untuk menemukan solusi optimal secara efisien. Dalam
database graf seperti Neo4j, data disimpan sebagai simpul dan relasi
sehingga query hubungan menjadi lebih cepat. Dalam machine learning,
muncul Graph Neural Networks (GNN) yang dirancang untuk
memproses data berstruktur relasional seperti molekul, jaringan sosial,
dan rekomendasi produk.

A. Definisi dan Representasi Graf

Definisi 5.1 (Graf). Sebuah graf G = (V, E) terdiri dari himpunan
berhingga tidak kosong V = {vi, vz, ..., vo} yang disebut simpul
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(vertices) dan himpunan E € {{u, v} | u, v € V, u # v} yang
disebut sisi (edges).

Graf dapat direpresentasikan dengan berbagai cara dalam
pemrograman. Dua representasi yang paling umum adalah matriks
ketetanggaan (adjacency matrix) dan daftar ketetanggaan (adjacency
list). Struktur graf dalam pemrograman dapat diwujudkan dalam
beberapa bentuk representasi sesuai kebutuhan. Pilihan cara penyajian
ini memengaruhi bagaimana data disimpan dan diakses selama proses
komputasi. Matriks ketetanggaan menggunakan tabel dua dimensi untuk
menunjukkan ada atau tidaknya hubungan antar simpul, sehingga mudah
digunakan untuk mengecek keterhubungan secara langsung. Di sisi lain,
daftar ketetanggaan menyimpan informasi dalam bentuk daftar pasangan
simpul yang saling terhubung, sehingga lebih efisien untuk graf yang
memiliki sedikit sisi. Perbedaan ini menunjukkan bahwa setiap
representasi memiliki keunggulan masing-masing, tergantung pada
karakteristik graf dan tujuan penggunaannya dalam algoritma.

Tabel 5.1 Perbandingan Representasi Graf

Representasi Ruang Cek Sisi Iterasi Tetangga

Kewtanggaan 00D OO ow)

Ket]e)‘cszg;aan O(V+E) O(deg(v)) O(deg(v))
e O(VXE) O(E) O(E)

Sumber: Cormen, T.H. et al. (2022)

Tabel 5.1 memperlihatkan perbandingan tiga jenis representasi
graf, yaitu matriks ketetanggaan, daftar ketetanggaan, dan matriks
insidensi, berdasarkan tiga aspek utama: kebutuhan ruang penyimpanan,
efisiensi pengecekan sisi, serta efisiensi iterasi tetangga. Setiap
representasi  memiliki  karakteristik yang berbeda, sehingga
pemilihannya bergantung pada struktur graf dan operasi yang paling
sering dilakukan dalam algoritma.
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Baris pertama menunjukkan matriks ketetanggaan dengan
kompleksitas ruang O(V?). Representasi ini menggunakan matriks dua
dimensi berukuran V X V, di mana setiap elemen menyatakan ada atau
tidaknya sisi antara dua simpul. Keunggulan utama struktur ini terlihat
pada kolom “cek sisi” dengan kompleksitas O(1), karena hubungan antar
dua simpul dapat diketahui langsung melalui indeks matriks tanpa perlu
pencarian tambahan. Namun, pada kolom “iterasi tetangga” memiliki
kompleksitas O(V), karena untuk menemukan semua tetangga suatu
simpul, seluruh baris harus dipindai meskipun banyak entri bernilai nol.

Baris kedua menggambarkan daftar ketetanggaan dengan
kompleksitas ruang O(V + E). Representasi ini menyimpan hanya sisi
yang benar-benar ada dalam bentuk daftar pasangan simpul, sehingga
lebih hemat ruang terutama untuk graf jarang (sparse graph). Proses
pengecekan sisi memiliki kompleksitas O(deg(v)), karena harus
menelusuri daftar tetangga dari simpul yang bersangkutan hingga
menemukan hubungan yang dicari. Di sisi lain, iterasi tetangga menjadi
lebih efisien dengan kompleksitas O(deg(v)), karena hanya elemen yang
benar-benar terhubung yang disimpan dan diakses secara langsung.

Baris ketiga menunjukkan matriks insidensi dengan
kompleksitas ruang O(V x E). Representasi ini menggunakan matriks
yang menghubungkan setiap simpul dengan setiap sisi dalam graf.
Pengecekan sisi memiliki kompleksitas O(E) karena perlu memeriksa
seluruh kolom atau baris yang berkaitan dengan sisi untuk menentukan
hubungan. Demikian pula, iterasi tetangga juga memiliki kompleksitas
O(E), karena akses terhadap hubungan simpul melibatkan seluruh daftar
sisi yang ada dalam graf.

Perbandingan ini menunjukkan bahwa matriks ketetanggaan
unggul dalam kecepatan pengecekan hubungan, daftar ketetanggaan
lebih efisien dalam penggunaan ruang dan iterasi tetangga, sedangkan
matriks insidensi lebih cocok untuk analisis struktur graf berbasis sisi.
Setiap representasi memberikan kompromi antara kecepatan akses dan
efisiensi penyimpanan, sehingga pemilihannya harus disesuaikan dengan
kebutuhan algoritma yang digunakan. Representasi graf tidak hanya
berfungsi sebagai cara penyimpanan data, tetapi juga menentukan
efisiensi algoritma yang dijalankan di atasnya. Pilihan struktur
memengaruhi kompleksitas waktu dan ruang secara langsung, sehingga
analisis representasi menjadi bagian penting dalam desain algoritma
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berbasis graf. Setiap pendekatan membawa implikasi terhadap pola
akses data, biaya komputasi, dan kemudahan implementasi.

Ketetanggaan memberikan representasi eksplisit terhadap
seluruh kemungkinan pasangan simpul. Setiap entri A[i][j] menyatakan
apakah terdapat sisi antara simpul vi dan vj. Struktur ini menghasilkan
representasi yang padat, karena seluruh pasangan simpul disimpan tanpa
mempertimbangkan apakah sisi tersebut ada atau tidak. Pendekatan ini
sangat sesuai untuk graf padat, di mana jumlah sisi mendekati V=
Keuntungan utama matriks ketetanggaan terletak pada akses langsung.
Pengecekan keberadaan sisi dapat dilakukan dalam waktu konstan
melalui indeks matriks. Hal ini sangat penting dalam algoritma yang
sering melakukan operasi pengecekan hubungan antar simpul. Struktur
ini juga mempermudah implementasi algoritma berbasis matriks seperti
Floyd-Warshall.

Keterbatasan matriks ketetanggaan muncul pada penggunaan
ruang. Ketika graf memiliki jumlah sisi jauh lebih kecil dibandingkan
V2, sebagian besar entri matriks bernilai nol. Hal ini menyebabkan
pemborosan memori yang signifikan. Situasi ini sering terjadi pada graf
jarang yang umum dalam aplikasi dunia nyata. Daftar ketetanggaan
mengatasi keterbatasan tersebut dengan hanya menyimpan sisi yang
benar-benar ada. Setiap simpul memiliki daftar yang berisi simpul-
simpul yang terhubung langsung dengannya. Struktur ini menghasilkan
penggunaan ruang yang lebih efisien, terutama ketika jumlah sisi relatif
kecil.

Iterasi terhadap tetangga dalam daftar ketetanggaan menjadi
lebih cepat karena hanya elemen yang relevan yang diproses. Algoritma
traversal seperti DFS dan BFS sangat diuntungkan oleh struktur ini.
Setiap langkah eksplorasi hanya melibatkan simpul yang benar-benar
terhubung. Pengecekan keberadaan sisi dalam daftar ketetanggaan
memerlukan pencarian dalam daftar tetangga. Kompleksitasnya
bergantung pada derajat simpul. Pada graf dengan derajat tinggi, operasi
ini dapat menjadi lebih mahal dibandingkan matriks ketetanggaan.
Pemilihan struktur harus mempertimbangkan frekuensi operasi ini.

Matriks insidensi memberikan perspektif berbeda dengan
memodelkan hubungan antara simpul dan sisi. Setiap kolom
merepresentasikan satu sisi, sedangkan baris merepresentasikan simpul.
Entri menunjukkan apakah simpul terkait dengan sisi tertentu. Struktur
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ini lebih jarang digunakan dalam implementasi algoritma dasar, tetapi
memiliki nilai dalam analisis teoritis. Representasi ini memudahkan
identifikasi sifat-sifat global graf, seperti derajat simpul yang dapat
diperoleh dari jumlah entri pada baris tertentu. Analisis berbasis sisi
menjadi lebih eksplisit karena setiap sisi memiliki representasi tersendiri
dalam struktur matriks. Penggunaan struktur data tambahan dapat
meningkatkan efisiensi representasi. Hash table dapat digunakan dalam
daftar ketetanggaan untuk mempercepat pengecekan sisi. Balanced tree
dapat digunakan untuk menjaga urutan tetangga. Pilihan ini bergantung
pada kebutuhan operasi spesifik.

Representasi graf juga dapat dikombinasikan dengan teknik
kompresi untuk menghemat ruang. Compressed Sparse Row (CSR)
merupakan bentuk efisien dari daftar ketetanggaan yang menyimpan
semua tetangga dalam satu array. Struktur ini banyak digunakan dalam
komputasi skala besar. CSR menyimpan dua array utama: satu untuk
indeks awal setiap simpul dan satu untuk daftar tetangga. Akses terhadap
tetangga tetap efisien, sementara penggunaan memori lebih terkontrol.
Struktur ini cocok untuk graf besar dalam pemrosesan paralel.

Pemilihan representasi juga dipengaruhi oleh sifat dinamis graf.
Graf dinamis memungkinkan penambahan dan penghapusan simpul atau
sisi. Daftar ketetanggaan lebih fleksibel dalam menangani perubahan ini
dibandingkan matriks ketetanggaan. Matriks ketetanggaan memerlukan
alokasi ulang ketika jumlah simpul berubah. Hal ini dapat menjadi mahal
dalam sistem yang sering mengalami perubahan struktur. Daftar
ketetanggaan memungkinkan modifikasi lokal tanpa memengaruhi
seluruh struktur. Representasi graf juga memengaruhi paralelisme dalam
komputasi. Matriks ketetanggaan memungkinkan operasi paralel pada
baris atau kolom. Daftar ketetanggaan memerlukan pembagian kerja
berdasarkan simpul atau sisi. Dalam sistem terdistribusi, graf sering
dipartisi menjadi beberapa bagian. Representasi yang efisien harus
mendukung pembagian ini tanpa kehilangan informasi konektivitas.
Struktur CSR dan edge list sering digunakan dalam konteks ini.

Representasi graf juga digunakan dalam basis data graf. Model
penyimpanan berbasis simpul dan relasi memungkinkan query kompleks
terhadap hubungan antar data. Struktur ini berbeda dari representasi
tradisional, tetapi tetap berakar pada konsep graf. Dalam analisis
jaringan sosial, representasi graf harus mampu menangani jumlah simpul
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yang sangat besar. Efisiensi ruang dan akses menjadi faktor utama.
Daftar ketetanggaan terkompresi sering digunakan untuk memenuhi
kebutuhan ini.

Representasi graf juga berperan dalam visualisasi. Matriks
ketetanggaan kurang intuitif untuk visualisasi, sedangkan daftar
ketetanggaan lebih mudah diterjemahkan menjadi diagram. Struktur
visual membantu pemahaman pola dalam graf. Graf berbobot dan
berarah dalam visualisasi memerlukan representasi tambahan seperti
label dan arah panah. Struktur ini memperkaya interpretasi tetapi juga
meningkatkan kompleksitas tampilan. Pemilihan representasi graf tidak
bersifat universal. Setiap aplikasi memiliki kebutuhan yang berbeda.
Analisis karakteristik graf dan jenis operasi yang dominan menjadi dasar
dalam menentukan struktur yang paling sesuai. Representasi graf
menjadi fondasi bagi seluruh algoritma graf. Keputusan pada tahap ini
akan memengaruhi performa sistem secara keseluruhan. Struktur yang
tepat memungkinkan algoritma berjalan lebih efisien dan lebih mudah
diimplementasikan.

B. Jenis-Jenis Graf

Berbagai jenis graf memiliki sifat dan aplikasi yang berbeda-beda:

Tabel 5.2 Klasifikasi Graf dan Aplikasinya

Jenis Graf Karakteristik Aplikasi da}lam
Informatika
Graf Sederhana Tanpa gelang/sisi Jaringan komputer
rangkap dasar
Graf Berarah Sisi memiliki arah Dependen§1 tugas, web
(Digraf) links
Graf Berbobot SRS Routin timasi jalur
erbobo bobot/nilai outing, optimast jalu
o V =ViU V,,sisi Masalah pencocokan
Graf Bipartit hanya antar V; (matching)
Setiap simpul .
Graf Lengkap K, o e — Analisis worst-case
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Dapat digambar tanpa VLSI design, peta

sisi silang
Sumber: West, D.B. (2001)

Graf Planar

Tabel 5.2 menyajikan klasifikasi berbagai jenis graf berdasarkan
karakteristik struktur sisi dan simpulnya, serta contoh penerapannya
dalam bidang informatika. Setiap jenis graf memiliki aturan
pembentukan yang berbeda, sehingga memengaruhi cara data
direpresentasikan dan bagaimana algoritma bekerja di atas struktur
tersebut.

a. Baris pertama menunjukkan graf sederhana, yaitu graf yang tidak
memiliki gelang (loop) maupun sisi rangkap. Karakteristik ini
berarti setiap pasangan simpul hanya boleh memiliki satu hubungan
tanpa pengulangan dan tidak boleh terhubung ke dirinya sendiri.
Dalam informatika, graf jenis ini banyak digunakan untuk
merepresentasikan jaringan komputer dasar, di mana setiap
perangkat hanya dianggap terhubung secara unik tanpa duplikasi
koneksi.

b. Baris kedua menjelaskan graf berarah (digraf), yaitu graf yang setiap
sisinya memiliki arah tertentu dari satu simpul ke simpul lainnya.
Hal ini membuat hubungan tidak bersifat simetris. Arah ini sangat
penting dalam pemodelan sistem yang memiliki ketergantungan
atau alur, seperti dependensi tugas dalam penjadwalan, serta struktur
web links yang menunjukkan arah navigasi antar halaman.

c. Baris ketiga menunjukkan graf berbobot, yaitu graf yang setiap
sisinya memiliki nilai atau bobot tertentu. Bobot ini dapat
merepresentasikan jarak, biaya, waktu, atau metrik lainnya. Dalam
informatika, graf ini digunakan pada masalah routing dan optimasi
jalur, seperti menentukan rute terpendek dalam jaringan atau biaya
minimum dalam pengiriman data.

d. Baris keempat menggambarkan graf bipartit, yaitu graf yang
himpunan simpulnya dapat dipisahkan menjadi dua bagian Vi dan
V., di mana sisi hanya menghubungkan simpul dari bagian yang
berbeda. Tidak ada hubungan antar simpul dalam kelompok yang
sama. Struktur ini banyak digunakan dalam masalah pencocokan
(matching), seperti penugasan pekerja ke pekerjaan atau hubungan
pengguna dengan sumber daya.
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e. Baris kelima menunjukkan graf lengkap K,, yaitu graf di mana
setiap simpul terhubung dengan semua simpul lainnya. Struktur ini
menghasilkan jumlah sisi maksimum untuk n simpul. Dalam
informatika, graf ini sering digunakan untuk analisis kasus terburuk
(worst-case analysis), karena kompleksitas hubungan antar simpul
berada pada tingkat paling padat.

f. Baris keenam menjelaskan graf planar, yaitu graf yang dapat
digambar pada bidang datar tanpa adanya sisi yang saling
berpotongan. Karakteristik ini penting dalam visualisasi dan desain
sistem fisik. Dalam praktiknya, graf planar digunakan dalam
perancangan VLSI (Very Large Scale Integration) serta pemetaan,
karena membutuhkan representasi yang tidak saling tumpang tindih.

Klasifikasi pada tabel ini menunjukkan bahwa setiap jenis graf
memiliki struktur dan keterbatasan yang berbeda, sehingga pemilihan
jenis graf sangat bergantung pada masalah yang ingin dimodelkan dalam
sistem komputasi.

C. Derajat, Lintasan, dan Siklus

1. Derajat (Degree) Simpul

Derajat merupakan salah satu konsep paling dasar dan paling
penting dalam teori graf. Konsep ini digunakan untuk mengukur
seberapa banyak hubungan yang dimiliki suatu simpul terhadap simpul
lain dalam suatu jaringan. Jika graf dinyatakan sebagai pasangan terurut
G = (V,E), maka V adalah himpunan simpul dan £ adalah himpunan sisi.
Dalam graf tak berarah, derajat suatu simpul v, yang ditulis sebagai deg
(v), adalah jumlah sisi yang terhubung langsung dengan simpul tersebut.
Dengan kata lain, derajat menunjukkan berapa banyak “jalur langsung”
yang dimiliki simpul menuju simpul lain. Jika sebuah simpul A
terhubung ke tiga simpul lain, maka nilai derajatnya adalah deg (4) = 3.

Konsep derajat sangat berguna karena memberikan gambaran
lokal mengenai posisi simpul dalam suatu struktur jaringan. Simpul yang
memiliki derajat tinggi biasanya lebih sentral dibanding simpul dengan
derajat rendah. Dalam jaringan sosial, seseorang yang memiliki banyak
teman atau relasi dapat direpresentasikan sebagai simpul dengan derajat
besar. Dalam jaringan komputer, server pusat yang menghubungkan
banyak perangkat juga memiliki derajat tinggi. Sebaliknya, simpul
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dengan derajat satu sering disebut simpul daun (/eaf), yaitu simpul yang
hanya memiliki satu koneksi. Simpul seperti ini biasanya berada di ujung
jaringan.

Dalam beberapa kasus, sebuah sisi dapat berupa loop, yaitu sisi
yang menghubungkan simpul dengan dirinya sendiri. Pada graf tak
berarah, loop dihitung dua kali terhadap derajat simpul karena sisi
tersebut memiliki dua ujung yang incident pada simpul yang sama.
Misalnya jika simpul B memiliki satu loop dan dua sisi biasa, maka
derajatnya adalah: deg (B) =2 + 2 = 4, dua berasal dari loop, dua lagi
berasal dari dua sisi biasa.

Pada graf berarah, konsep derajat dibedakan menjadi dua jenis.
Pertama adalah in-degree, yaitu jumlah sisi yang masuk ke simpul,
ditulis deg (v). Kedua adalah out-degree, yaitu jumlah sisi yang keluar
dari simpul, ditulis deg’(v). Total derajat simpul dapat dituliskan
sebagai:

deg (v) = deg (v) + deg'(v)

Sebagai contoh, jika sebuah halaman web menerima lima tautan dari
halaman lain dan memiliki dua tautan keluar, maka:

deg (v) =35, deg'(v)=2
dan total derajatnya: deg(v) =7

Dalam aplikasi seperti mesin pencari, in-degree tinggi dapat
menunjukkan bahwa halaman tersebut populer atau dianggap penting.
Derajat juga dipakai untuk menentukan karakteristik keseluruhan graf.
Nilai derajat maksimum ditulis:

A(G) = max{deg (v)|v € V}
sedangkan derajat minimum ditulis:
6(G) = min{deg (v)|v € V}

Jika semua simpul memiliki derajat sama, maka graf disebut graf regular.
Jika setiap simpul memiliki derajat k&, maka graf disebut graf regular
berderajat k. Contohnya, graf lingkaran memiliki semua simpul
berderajat 2, sehingga termasuk graf regular derajat dua.
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Dalam analisis jaringan modern, distribusi derajat juga sangat
penting. Banyak jaringan nyata, seperti internet atau media sosial,
memiliki sebagian kecil simpul dengan derajat sangat tinggi dan
sebagian besar simpul dengan derajat rendah. Simpul berderajat tinggi
ini disebut hub. Hub sangat penting karena dapat mempercepat
penyebaran informasi, tetapi juga menjadi titik rawan jika rusak. Secara
komputasional, derajat simpul mudah dihitung jika graf
direpresentasikan dengan daftar ketetanggaan. Panjang daftar tetangga
simpul sama dengan derajatnya. Pada matriks ketetanggaan, derajat
simpul diperoleh dengan menjumlahkan isi baris atau kolom terkait.
Dengan demikian, derajat adalah ukuran sederhana tetapi sangat kuat.
Dari hanya menghitung jumlah koneksi suatu simpul, kita dapat
mengetahui pusat jaringan, simpul terpencil, pola struktur graf, dan
bahkan kerentanan sistem. Karena itu, derajat menjadi fondasi dalam
hampir semua analisis teori graf dan aplikasinya di informatika.

2. Teorema Jumlah Derajat (Handshake Lemma)

Handshake Lemma adalah salah satu teorema paling mendasar
dalam teori graf yang menjelaskan hubungan antara jumlah derajat
seluruh simpul dan jumlah sisi dalam graf. Nama “handshake” berasal
dari analogi sederhana: jika dalam suatu ruangan setiap jabat tangan
dilakukan oleh dua orang, maka jumlah total jabat tangan yang dihitung
per orang akan sama dengan dua kali jumlah jabat tangan sebenarnya.
Prinsip ini identik dengan struktur graf tak berarah. Jika graf tak berarah
dinyatakan sebagai G = (V, E), maka berlaku:

Z deg(v) = 2|E|

VvEV

Artinya, jika kita menjumlahkan derajat semua simpul, hasilnya selalu
dua kali jumlah sisi. Hal ini terjadi karena setiap sisi memiliki dua ujung,
dan masing-masing ujung menyumbang satu hitungan derajat. Jadi setiap
sisi pasti dihitung dua kali.

Teorema ini sangat berguna untuk memeriksa apakah data graf
masuk akal. Jika jumlah derajat seluruh simpul bukan bilangan genap,
maka pasti terjadi kesalahan, karena dua kali jumlah sisi selalu genap.
Dari sini muncul akibat penting: jumlah simpul berderajat ganjil dalam
graf selalu genap.
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Pada graf berarah, konsepnya sedikit berbeda. Setiap sisi berarah
memiliki satu titik asal dan satu titik tujuan. Maka berlaku:

> deg™(v) = E|

VEV
dan

> deg* @) = IE|

VeV

Artinya jumlah seluruh in-degree sama dengan jumlah seluruh out-
degree, dan keduanya sama dengan jumlah sisi. Ini logis karena setiap
sisi memiliki tepat satu arah masuk dan satu arah keluar.

Handshake Lemma juga penting dalam pembuktian teorema lain,
seperti keberadaan lintasan Euler, analisis jaringan, dan struktur regular
graph. Dalam jaringan komputer, jumlah koneksi total dapat dihitung
dari total derajat node. Dalam jaringan sosial, jumlah relasi pertemanan
dapat dihitung tanpa memeriksa semua pasangan satu per satu. Secara
intuitif, teorema ini menunjukkan keseimbangan global dari hubungan
lokal. Derajat adalah informasi lokal per simpul, sedangkan jumlah sisi
adalah informasi global graf. Handshake Lemma menghubungkan
keduanya secara elegan. Ini merupakan contoh bagaimana teori graf
menyederhanakan struktur kompleks menjadi aturan matematis yang
sederhana namun kuat.

3. Lintasan (Path)

Lintasan adalah konsep utama dalam teori graf yang menjelaskan
bagaimana satu simpul dapat mencapai simpul lain melalui rangkaian
sisi. Jika graf adalah model jaringan, maka lintasan adalah rute
perjalanan dalam jaringan tersebut. Dalam bentuk umum, lintasan ditulis
sebagai urutan simpul: vi, v2, v3,.....,»x dengan syarat setiap pasangan
berturutan (vi,vi+1) terhubung oleh sisi. Panjang lintasan adalah jumlah
sisi yang dilalui: L =k — 1. Jika lintasan terdiri dari empat simpul A-B-
C-D, maka panjangnya tiga karena ada tiga sisi yang dilalui.

Lintasan penting karena menunjukkan keterhubungan. Jika ada
lintasan dari simpul u ke v, maka u dapat mencapai v. Dalam jaringan
jalan, lintasan adalah rute kendaraan. Dalam jaringan komputer, lintasan
adalah jalur paket data. Dalam media sosial, lintasan menunjukkan rantai
hubungan antarindividu. Ada beberapa jenis lintasan. Simple path adalah
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lintasan yang tidak mengulangi simpul. Ini penting karena lintasan
seperti ini tidak berputar-putar. Walk mengizinkan pengulangan simpul
atau sisi. 7Trail mengizinkan pengulangan simpul tetapi tidak sisi.
Perbedaan ini berguna dalam analisis yang lebih spesifik.

Dalam graf berbobot, setiap sisi memiliki bobot, misalnya jarak
atau biaya. Maka bobot total lintasan:

k-1
w(P) = Z w (Ui, Vig1)
=1

Tujuan banyak algoritma adalah mencari lintasan dengan bobot
minimum. Jika bobot mewakili jarak, maka yang dicari adalah rute
terpendek. Jika bobot mewakili biaya, maka dicari jalur termurah.
Konsep jarak antara dua simpul didefinisikan sebagai panjang lintasan
terpendek:

d(u,v) = min{panjang semua lintasan dari u ke v}

Jika tidak ada lintasan, jarak dianggap tak hingga. Nilai jarak ini penting
dalam analisis jaringan karena menunjukkan kedekatan antar simpul.
Dalam algoritma, pencarian lintasan sering menggunakan BFS
dan DFS. BFS efektif mencari lintasan terpendek pada graf tak berbobot.
Dijkstra digunakan jika bobot non-negatif. Bellman-Ford digunakan jika
ada bobot negatif. Lintasan juga penting dalam kecerdasan buatan.
Banyak persoalan pencarian dapat dimodelkan sebagai graf keadaan, di
mana simpul adalah keadaan dan sisi adalah perpindahan keadaan. Solusi
masalah adalah lintasan dari keadaan awal ke keadaan tujuan. Dengan
demikian, lintasan adalah inti dari konsep mobilitas, konektivitas, dan
optimisasi dalam graf. Hampir semua aplikasi teori graf pada akhirnya
berkaitan dengan menemukan, menghitung, atau mengevaluasi lintasan.

4. Siklus (Cycle)

Siklus adalah lintasan tertutup yang dimulai dan berakhir pada
simpul yang sama. Jika urutan simpulnya: vi, v2, vs,.....,vx, v1 dan setiap
pasangan berturutan terhubung oleh sisi, maka terbentuk siklus. Panjang
siklus adalah jumlah sisi yang dilalui: C = k. Siklus menunjukkan adanya
jalur melingkar dalam graf. Contoh sederhana adalah segitiga A-B-C-A.
Ini adalah siklus panjang 3. Persegi A-B-C-D-A adalah siklus panjang 4.
Siklus sangat penting karena menunjukkan bahwa dari suatu simpul kita
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bisa kembali ke titik awal tanpa mengulang sisi tertentu. Dalam banyak
sistem, keberadaan siklus memiliki makna besar. Pada jaringan jalan,
siklus berarti tersedia rute alternatif memutar. Pada sirkuit listrik, siklus
membentuk loop arus. Pada dependensi perangkat lunak, siklus bisa
menjadi masalah karena modul saling bergantung secara melingkar.

Graf yang tidak memiliki siklus disebut acyclic graph. Jika graf
berarah dan tidak memiliki siklus, disebut Directed Acyclic Graph
(DAG). DAG sangat penting dalam penjadwalan tugas, kompilasi
program, dan representasi dependensi. Jika A harus selesai sebelum B,
dan B sebelum C, maka tidak boleh ada siklus. Dalam pohon (tree), tidak
ada siklus sama sekali. Bahkan definisi pohon adalah graf terhubung
tanpa siklus. Jika sebuah sisi ditambahkan ke pohon, maka tepat satu
siklus akan terbentuk. Ini menjadi dasar algoritma spanning tree.

Deteksi siklus adalah persoalan penting dalam informatika. DFS
sering digunakan untuk mendeteksi siklus. Pada graf berarah, jika saat
DFS ditemukan back edge ke simpul yang sedang aktif, maka terdapat
siklus. Pada graf tak berarah, jika ditemukan sisi ke simpul yang sudah
dikunjungi selain parent, maka ada siklus. Siklus Euler dan Hamilton
juga merupakan bentuk khusus. Siklus Euler melewati setiap sisi tepat
satu kali dan kembali ke awal. Siklus Hamilton melewati setiap simpul
tepat satu kali dan kembali ke awal. Kedua masalah ini terkenal dalam
teori graf dan optimisasi. Dalam jaringan sosial, siklus kecil
menunjukkan kelompok pertemanan tertutup. Dalam kimia, struktur
cincin molekul dapat dimodelkan sebagai siklus graf. Dalam ekonomi,
rantai transaksi tertutup juga dapat dianalisis sebagai siklus. Secara
umum, siklus menunjukkan umpan balik, redundansi, dan
keterhubungan melingkar. Kadang bermanfaat karena memberi jalur
cadangan, kadang berbahaya karena menimbulkan deadlock atau
dependensi tak berujung. Karena itu, memahami siklus sangat penting
dalam teori graf maupun penerapan praktisnya.

D. Pohon dan Graf Pohon

1. Definisi Pohon dan Hutan dalam Teori Graf

Dalam teori graf, pohon (tree) adalah salah satu struktur paling
penting karena merepresentasikan jaringan yang terhubung secara
efisien tanpa redundansi jalur. Secara formal, pohon didefinisikan
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sebagai graf terhubung yang tidak mengandung siklus. Jika graf
dinyatakan sebagai G = (V,E), maka himpunan }" adalah simpul dan £
adalah sisi. Sifat “terhubung” berarti setiap pasangan simpul dalam graf
dapat dicapai melalui suatu lintasan, sedangkan sifat “tanpa siklus”
berarti tidak ada lintasan tertutup yang kembali ke simpul awal melalui
sisi-sisi berbeda. Dengan kata lain, pohon adalah struktur yang
menghubungkan semua simpul dengan jumlah sisi minimum dan tanpa
jalur berulang.

Sebagai contoh, jika terdapat empat simpul A, B, C, dan D
dengan sisi AB, AC, dan CD, maka seluruh simpul saling terhubung dan
tidak ada lingkaran. Struktur tersebut merupakan pohon. Namun jika
ditambahkan sisi BD sehingga muncul jalur tertutup B-A-C-D-B, maka
graf tersebut bukan lagi pohon karena mengandung siklus. Dari sini
terlihat bahwa pohon sangat sensitif terhadap penambahan sisi. Satu sisi
tambahan saja dapat mengubah pohon menjadi graf biasa yang memiliki
siklus.

Graf yang tidak terhubung tetapi tetap tidak memiliki siklus
disebut hutan (forest). Hutan adalah kumpulan beberapa pohon yang
terpisah. Misalnya, jika satu komponen terdiri dari simpul A-B-C dan
komponen lain terdiri dari D-E, maka keseluruhan graf disebut hutan
karena terdiri dari dua pohon terpisah. Secara umum, jika suatu forest
memiliki £ komponen dan » simpul, maka jumlah sisinya: |E|=n—k
Karena setiap komponen pohon dengan n; simpul memiliki #; - 1 sisi,
maka penjumlahan seluruh komponen menghasilkan rumus tersebut.

Pohon banyak digunakan dalam ilmu komputer dan informatika
karena sifatnya yang sederhana namun kuat. Struktur folder komputer,
pohon keputusan, struktur organisasi, ekspresi matematika, dan indeks
basis data sering dimodelkan sebagai pohon. Dalam jaringan komputer,
topologi tree digunakan untuk mendistribusikan koneksi secara
hierarkis. Dalam kecerdasan buatan, decision tree dipakai untuk
klasifikasi data. Dalam algoritma pencarian, ruang solusi sering
direpresentasikan sebagai pohon keadaan. Karena tidak memiliki siklus,
pohon memiliki jalur unik antara dua simpul. Ini sangat penting karena
mencegah ambiguitas rute dan menyederhanakan proses pencarian. Jika
suatu jaringan memiliki banyak siklus, maka terdapat banyak rute
alternatif sehingga pengendalian menjadi lebih kompleks. Pohon
menghilangkan kerumitan itu dengan mempertahankan konektivitas
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minimum. Secara intuitif, pohon adalah bentuk paling hemat untuk
menghubungkan sekumpulan titik. Jika terlalu sedikit sisi, graf menjadi
tidak terhubung. Jika terlalu banyak sisi, akan muncul siklus. Pohon
berada tepat di tengah: cukup sisi untuk terhubung, tetapi tidak berlebih.
Inilah alasan mengapa pohon menjadi struktur fundamental dalam teori
graf dan optimisasi jaringan.

2. Teorema Karakterisasi Pohon

Salah satu keindahan teori graf adalah bahwa pohon dapat
dikenali melalui beberapa sifat berbeda yang ternyata ekuivalen. Untuk
graf G = (V,E) dengan jumlah simpul: » = |V| maka pernyataan berikut
saling ekuivalen:

1. G adalah pohon
2. G terhubungdan |E|=n-1
3. G tidak mengandung siklus dan |E| =n - 1
4. Setiap pasangan simpul dihubungkan oleh tepat satu lintasan
sederhana
Keempat pernyataan ini dikenal seba gai karakterisasi pohon. Artinya,
jika salah satu benar, maka semuanya benar.

Pernyataan kedua menyatakan bahwa pohon dapat dikenali
hanya dari konektivitas dan jumlah sisi. Jika graf memiliki » simpul dan
tepat n-1 sisi serta semua simpul saling terhubung, maka graf pasti
pohon. Sebagai contoh, jika ada 6 simpul dan graf terhubung dengan 5
sisi, maka struktur tersebut adalah pohon. Jika jumlah sisi kurang dari -
1, graf pasti tidak terhubung. Jika lebih dari n-1, maka pasti ada siklus.
Pernyataan ketiga menyatakan bahwa jika graf tidak memiliki siklus dan
jumlah sisi tepat n-1, maka graf otomatis terhubung. Ini sangat berguna
karena kadang lebih mudah memeriksa siklus daripada memeriksa
konektivitas.

Pernyataan keempat adalah sifat paling intuitif: antara setiap dua
simpul hanya ada satu lintasan sederhana. Misalnya dalam pohon
keluarga atau struktur organisasi, dari satu anggota ke anggota lain hanya
ada satu jalur hubungan. Jika ada dua jalur berbeda, berarti terdapat
siklus. Jika tidak ada jalur, berarti graf tidak terhubung. Jadi satu jalur
unik adalah ciri khas pohon. Dari teorema ini muncul banyak
konsekuensi penting. Misalnya, jika suatu pohon memiliki » simpul
maka selalu berlaku: |[E|=n—1
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Jika sebuah sisi dihapus dari pohon, graf menjadi tidak
terhubung. Jika sebuah sisi baru ditambahkan ke pohon, tepat satu siklus
akan terbentuk. Ini menunjukkan bahwa semua sisi dalam pohon bersifat
penting. Tidak ada sisi yang berlebih. Karakterisasi ini sangat berguna
dalam desain algoritma. Banyak algoritma cukup memeriksa jumlah sisi
dan konektivitas untuk menentukan apakah hasil akhirnya merupakan
pohon. Dalam MST, misalnya, solusi akhir harus memiliki z-1 sisi dan
terhubung. Secara matematis, teorema karakterisasi pohon menunjukkan
bahwa konsep pohon bisa dipahami dari berbagai sudut pandang: jumlah
sisi, struktur jalur, ketiadaan siklus, dan keterhubungan. Ini menjadikan
pohon salah satu objek paling elegan dalam teori graf.

3. Minimum Spanning Tree (MST) dan Algoritma Kruskal

Pada graf berbobot, setiap sisi memiliki nilai bobot yang dapat
merepresentasikan biaya, jarak, waktu, atau kapasitas. Dalam banyak
kasus, kita ingin menghubungkan seluruh simpul dengan total biaya
sekecil mungkin. Solusi untuk masalah ini disebut Minimum Spanning
Tree (MST). MST adalah pohon rentang yang mencakup semua simpul
dengan total bobot minimum. Jika suatu graf memiliki simpul / dan sisi
berbobot £, maka MST memilih subset sisi TEE sehingga:
a) Semua simpul terhubung
b) Tidak ada siklus
¢) Jumlah sisi:

=1-1
d) Total bobot minimum:
> wee)
eeT

minimum dibanding semua spanning tree lain. Salah satu algoritma
terkenal untuk mencari MST adalah Algoritma Kruskal. Langkah-
langkahnya:

1. Urutkan semua sisi berdasarkan bobot dari kecil ke besar

2. Pilih sisi terkecil yang tidak membentuk siklus

3. Ulangi sampai diperoleh 7 - 1 sisi
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Kruskal bekerja dengan prinsip greedy, yaitu selalu memilih opsi
terbaik saat itu. Menariknya, strategi lokal ini menghasilkan solusi global
optimal. Untuk mendeteksi apakah penambahan sisi membentuk siklus,
digunakan struktur data Union-Find (Disjoint Set Union).

MST sangat berguna dalam kehidupan nyata. Dalam
pembangunan jaringan listrik, kita ingin menghubungkan semua kota
dengan kabel seminimal mungkin. Dalam jaringan komputer, MST
digunakan untuk mencegah loop pada topologi LAN. Dalam desain
jalan, MST dapat membantu memilih rute penghubung dengan biaya
minimum. Secara konseptual, MST menunjukkan bagaimana teori graf
mengubah persoalan praktis menjadi model matematika yang efisien dan
dapat dihitung.

4. Algoritma Prim dan Pentingnya Pohon dalam Optimisasi

Jaringan

Selain Kruskal, algoritma populer lain untuk mencari MST

adalah Algoritma Prim. Berbeda dengan Kruskal yang memilih sisi
secara global, Prim membangun pohon secara bertahap dari satu simpul
awal. Setiap langkah menambahkan sisi berbobot minimum yang
menghubungkan simpul dalam pohon ke simpul di luar pohon. Langkah
Prim:
a) Pilih satu simpul awal
b) Pilih sisi termurah yang menghubungkan pohon sementara ke

simpul baru
¢) Tambahkan simpul dan sisi tersebut
d) Ulangi sampai semua simpul masuk
Jika digunakan priority queue modern seperti Fibonacci Heap,
kompleksitasnya:

O(E+VliogV)

Pada graf padat, Prim sering lebih efisien dibanding Kruskal. Pada graf
jarang, keduanya sama-sama baik tergantung implementasi. Perbedaan
intuitif keduanya:

e Kruskal: membangun hutan kecil lalu menggabungkannya

e Prim: memperbesar satu pohon dari titik awal
Walaupun pendekatan berbeda, keduanya menghasilkan MST dengan
total bobot minimum.
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Pohon dan MST memiliki peran besar dalam optimisasi jaringan
karena struktur pohon bebas siklus. Siklus sering menambah biaya tanpa
menambah kebutuhan konektivitas. Misalnya, jika dua kota sudah
terhubung melalui rute lain, menambah jalan tambahan mungkin tidak
efisien bila tujuan hanya konektivitas minimum. Karena itu pohon
memberikan solusi hemat. Dalam data science, MST juga dipakai pada
clustering dan image segmentation. Dalam bioinformatika, pohon
filogenetik digunakan untuk memodelkan hubungan evolusi spesies.
Konsep pohon bukan sekadar objek abstrak matematika. Ia adalah model
universal untuk konektivitas efisien. Dengan memahami pohon, hutan,
dan MST, kita memahami cara membangun sistem yang sederhana,
hemat biaya, stabil, dan terstruktur.

E. Graf Planar dan Teorema Euler

1. Pengertian Graf Planar

Graf planar adalah graf yang dapat digambar pada bidang datar
sedemikian rupa sehingga sisi-sisinya hanya berpotongan di simpul,
bukan saling menyilang di tengah garis. Artinya, jika suatu graf dapat
direpresentasikan di kertas tanpa ada dua sisi yang saling memotong
selain di titik simpul yang sah, maka graf tersebut disebut planar. Konsep
ini penting karena banyak sistem nyata membutuhkan tata letak bebas
persilangan, seperti jalur kabel listrik, desain sirkuit elektronik, peta
jalan, jaringan pipa, dan tata letak PCB (Printed Circuit Board). Pada
sistem seperti itu, perpotongan jalur sering menambah biaya,
kompleksitas, atau gangguan teknis.

Dalam teori graf, sifat planar bukan ditentukan oleh gambar awal,
tetapi oleh kemungkinan menggambar ulang graf tersebut tanpa
persilangan. Sebuah graf mungkin tampak berpotongan dalam satu
gambar, tetapi setelah posisi simpul diubah, ternyata dapat digambar
tanpa potongan. Jadi planaritas adalah sifat struktur, bukan sekadar
tampilan visual. Jika graf planar telah digambar tanpa perpotongan,
bidang akan terbagi menjadi beberapa wilayah yang disebut muka
(faces). Muka adalah daerah tertutup yang dibatasi sisi-sisi graf,
termasuk satu daerah luar yang tidak terbatas, disebut muka tak
terhingga. Misalnya, segitiga membagi bidang menjadi dua muka: satu
di dalam segitiga dan satu di luar. Persegi dengan diagonal dapat
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membentuk lebih banyak muka tergantung susunan sisinya. Dalam
notasi standar:

e V'=jumlah simpul (vertices)

e E =jumlah sisi (edges)

e F =jumlah muka (faces)

Konsep graf planar menjadi dasar bagi banyak cabang teori graf,
terutama topologi graf dan optimisasi jaringan. Salah satu hasil paling
penting dalam topik ini adalah Teorema Euler, yang menghubungkan
jumlah simpul, sisi, dan muka dalam graf planar terhubung.

2. Teorema Euler untuk Graf Planar

Teorema Euler adalah salah satu hasil paling terkenal dalam
matematika diskret dan teori graf. Untuk setiap graf planar terhubung,
berlaku hubungan: V - E + F = 2, di mana:

e V'=jumlah simpul

e E=jumlah sisi

e F'=jumlah muka, termasuk muka luar

Rumus ini disebut Formula Euler dan pertama kali diperkenalkan oleh
Leonhard Euler. Teorema ini menunjukkan bahwa jumlah simpul, sisi,
dan muka dalam graf planar tidak bebas berubah sembarangan,
melainkan terikat oleh hubungan tetap. Sebagai contoh, ambil graf
segitiga sederhana:

e Simpul =3

e Sisi=3

e Muka = 2 (dalam dan luar)

Maka:3-3+2=2

Benar sesuai Teorema Euler.

Mengapa rumus ini penting? Karena ia memberi “hukum
konservasi” struktur graf planar. Jika kita menambah sisi, jumlah muka
akan berubah. Jika menambah simpul, sisi mungkin ikut berubah.
Namun kombinasi V' — E + F tetap bernilai 2 selama graf planar dan
terhubung. Untuk graf yang tidak terhubung dan memiliki ¢ komponen,
formula diperluas menjadi: V - E + F = 1 + ¢. Namun bentuk paling
umum yang dipelajari adalah versi terhubung.

Dalam pembuktian matematis, teorema ini sering dibuktikan
dengan induksi terhadap jumlah sisi. Jika graf berupa pohon, maka:

E=V-1, F=1
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sehingga:
V-(V-1)+1=2

Jika graf memiliki siklus, hapus satu sisi pada siklus tersebut. Jumlah
muka berkurang satu, dan hubungan Euler tetap terjaga. Dengan
mengulangi proses ini, akhirnya diperoleh pohon. Teorema Euler
menjadi fondasi banyak hasil lain dalam teori graf planar, termasuk batas
jumlah sisi, pewarnaan peta, dan uji non-planaritas.

3. Non-Planaritas Ks dan Ka,s
Dua contoh klasik graf non-planar adalah:
e Ks=graflengkap dengan 5 simpul
e K33 = graf bipartit lengkap dengan dua kelompok masing-masing 3
simpul
Keduanya sangat terkenal karena menjadi contoh dasar dalam teori graf
planar.

a. Graf Ks
Graf lengkap berarti setiap simpul terhubung ke semua simpul lain.
Jumlah sisi graf lengkap:

Vv -1)
E=—m
Untuk Ks:
V=5
5(4)
E = — = 10
Namun batas planar untuk 5 simpul:
E<3(5)-6=9

Karena: 10> 9
maka Ks tidak planar. Tidak mungkin menggambar semua hubungan
lima simpul lengkap di bidang datar tanpa persilangan sisi.

b. Graf K33
Graf ini memiliki dua kelompok simpul masing-masing 3, dan setiap
simpul kelompok pertama terhubung ke semua simpul kelompok
kedua. Maka: V=6, E=9
Karena graf ini bipartit, gunakan batas planar bipartit:

E<2V-4=2(6)-4=8

Tetapi: 9 > 8
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Maka K33 juga tidak planar.

Graf K33 dikenal dari masalah “tiga rumah dan tiga utilitas”, yaitu

bagaimana menghubungkan tiga rumah ke tiga sumber layanan

tanpa garis saling silang. Jawabannya: mustahil di bidang datar.

Menurut Teorema Kuratowski, sebuah graf tidak planar jika dan

hanya jika mengandung subdivisi dari Ks atau K3 3. Artinya, dua graf ini
adalah “inti” semua non-planaritas. Dalam praktik, memahami dua graf
ini membantu mendeteksi kapan suatu jaringan terlalu rumit untuk
digambar secara planar. Ini penting dalam layout chip, desain jalan,
kabel, dan visualisasi data kompleks. Formula Euler bukan hanya rumus
numerik sederhana, tetapi alat kuat untuk menyimpulkan sifat mendalam
suatu graf, termasuk menentukan apakah struktur jaringan dapat
direpresentasikan secara rapi di bidang datar atau tidak.

F. Pewarnaan Graf

1. Pengertian Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf adalah salah satu topik penting dalam teori graf
yang membahas cara memberi warna pada elemen-elemen graf dengan
aturan tertentu agar tidak terjadi konflik. Secara umum, pewarnaan graf
paling sering merujuk pada pewarnaan simpul (vertex coloring), yaitu
pemberian warna pada setiap simpul sehingga dua simpul yang
bertetangga atau terhubung langsung oleh sisi tidak boleh memiliki
warna yang sama. Jika suatu graf dinyatakan sebagai G = (V,E), maka
fungsi pewarnaan dapat ditulis sebagai:

c:V-1{123,...,k}

di mana c(v) menyatakan warna simpul v, dan untuk setiap sisi (v,v) € E
berlaku: c(u) #c(v), artinya, dua simpul yang terhubung langsung harus
diberi warna berbeda. Nilai ( k ) menunjukkan jumlah warna yang
digunakan. Tujuan utama dalam pewarnaan graf biasanya adalah
mencari jumlah warna minimum yang masih memenuhi aturan tersebut.

Konsep ini tampak sederhana, tetapi memiliki banyak aplikasi
praktis. Dalam penjadwalan ujian, setiap mata kuliah dapat dianggap
sebagai simpul, dan sisi menghubungkan dua mata kuliah yang memiliki
mahasiswa sama. Dua mata kuliah yang terhubung tidak boleh
dijadwalkan pada waktu yang sama, sehingga tiap warna mewakili slot
waktu ujian. Dalam alokasi frekuensi radio, menara yang saling
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berdekatan tidak boleh memakai frekuensi sama agar tidak terjadi
interferensi. Dalam sistem operasi, pewarnaan graf digunakan pada
register allocation, yaitu pembagian register prosesor kepada variabel
program.

Selain pewarnaan simpul, ada juga pewarnaan sisi (edge
coloring), yaitu memberi warna pada sisi sehingga dua sisi yang bertemu
pada simpul yang sama tidak memiliki warna sama. Ada pula pewarnaan
wilayah (face coloring) pada graf planar, di mana muka-muka graf diberi
warna berbeda jika berbatasan langsung. Topik ini berkaitan dengan
Teorema Empat Warna. Pewarnaan graf penting karena menjadi model
matematis bagi banyak masalah konflik sumber daya. Jika dua objek
tidak boleh menggunakan sumber daya yang sama pada waktu
bersamaan, maka objek tersebut dapat dimodelkan sebagai simpul yang
saling terhubung, dan warna mewakili sumber daya. Dengan demikian,
teori graf mengubah masalah praktis menjadi persoalan kombinatorial
yang dapat dianalisis secara sistematis.

2. Jenis-Jenis Pewarnaan Graf
Walaupun pewarnaan simpul paling terkenal, teori graf mengenal
beberapa bentuk pewarnaan lain yang masing-masing memiliki
kegunaan tersendiri.
a. Pewarnaan Simpul (Vertex Coloring)
Ini adalah bentuk standar. Setiap simpul diberi warna berbeda dari
semua tetangganya. Jika dua simpul terhubung oleh sisi, maka: c(u)
#c(v). Contoh penggunaannya adalah penjadwalan dan alokasi
sumber daya.
b. Pewarnaan Sisi (Edge Coloring)
Pada edge coloring, warna diberikan pada sisi, bukan simpul. Dua
sisi yang bertemu di simpul yang sama tidak boleh memiliki warna
identik. Jumlah minimum warna yang dibutuhkan disebut chromatic
index, dilambangkan: y'(G). Misalnya, dalam penjadwalan
pertandingan olahraga, sisi dapat mewakili pertandingan antar tim.
Dua pertandingan yang melibatkan tim sama tidak boleh
berlangsung bersamaan.
Menurut Teorema Vizing, untuk graf sederhana:

A(G) < X' (G) <AG) +1
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di mana A(G) adalah derajat maksimum graf.

c. Pewarnaan Wilayah (Face Coloring)
Digunakan pada graf planar. Setiap muka diberi warna sehingga dua
muka bertetangga tidak sama warnanya. Ini setara dengan vertex
coloring pada graf dual. Topik ini terkenal melalui Teorema Empat
Warna, yang menyatakan bahwa setiap peta planar dapat diwarnai
maksimal empat warna.

d. Total Coloring
Baik simpul maupun sisi diwarnai dengan aturan bahwa elemen
yang berdekatan atau incident tidak boleh sama warna. Ini lebih
kompleks daripada vertex atau edge coloring biasa.

e. List Coloring dan Weighted Coloring
Dalam beberapa masalah nyata, tiap simpul hanya boleh memakai
warna tertentu. Ini disebut /ist coloring. Ada pula pewarnaan dengan
biaya berbeda antar warna, disebut weighted coloring. Keberagaman
jenis pewarnaan menunjukkan fleksibilitas teori graf dalam
memodelkan banyak situasi nyata. Masalah yang tampak berbeda
sering dapat dipandang sebagai variasi pewarnaan graf.

4. Algoritma Pewarnaan Graf dan Pendekatan Praktis
Menentukan pewarnaan minimum secara eksak adalah masalah

yang sulit, terutama untuk graf besar. Karena itu, banyak algoritma

praktis dikembangkan. Salah satu pendekatan paling sederhana adalah

Greedy Coloring. Langkah greedy:

a) Urutkan simpul menurut aturan tertentu

b) Warnai simpul pertama dengan warna pertama

¢) Untuk setiap simpul berikutnya, berikan warna bernomor terkecil

yang belum dipakai tetangganya

Algoritma ini tidak selalu menghasilkan jumlah warna minimum, tetapi

cepat dan efektif. Jika simpul diproses berdasarkan derajat menurun,

hasil sering lebih baik. Secara teori, algoritma greedy menjamin:

X' (G) <AG) +1

karena simpul maksimum hanya memiliki A(G) tetangga, sehingga
paling banyak A(G) warna terlarang.
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Untuk graf bipartit, pewarnaan dapat dilakukan dengan tepat
menggunakan dua warna melalui BFS atau DFS. Jika saat traversal
ditemukan dua simpul bertetangga dengan warna sama, graf bukan
bipartit. Untuk graf planar, berlaku teorema terkenal: y(G) < 4 yakni
setiap graf planar dapat diwarnai dengan paling banyak empat warna. Ini
adalah hasil monumental dalam matematika.

Dalam praktik industri, pewarnaan graf dipakai di banyak
bidang:

o Penjadwalan ujian: warna = slot waktu

o Frekuensi seluler: warna = kanal frekuensi

o Compiler: warna = register CPU

o Peta wilayah: warna = warna peta

o Jaringan sensor: warna = kanal komunikasi

Dalam machine learning dan data mining, pewarnaan digunakan pada
partisi konflik dan constraint satisfaction. Karena masalah exact
coloring Dbersifat NP-Hard, untuk graf besar sering dipakai
metaheuristik seperti simulated annealing, tabu search, genetic
algorithm, dan local search.

Pewarnaan graf adalah contoh sempurna bagaimana ide
matematika sederhana dapat menyelesaikan persoalan kompleks dunia
nyata. Dari peta geografis hingga prosesor komputer, konsep “memberi
warna tanpa konflik” menjadi alat universal dalam optimisasi modern.
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BABVI
ALJABAR BOOLEAN DAN SIRKUIT
LOGIKA

Aljabar Boolean, yang dikembangkan oleh George Boole dalam
An Investigation of the Laws of Thought (1854), adalah fondasi
matematis dari desain sirkuit digital. Setiap prosesor, memori, dan
perangkat digital yang kita gunakan adalah implementasi fisik dari
fungsi-fungsi Boolean. Pemahaman Aljabar Boolean adalah prasyarat
untuk desain hardware, arsitektur komputer, dan optimasi kode mesin.
aljabar Boolean menjadi dasar utama dalam memahami cara kerja
perangkat digital. Konsep yang dikembangkan oleh George Boole
mengubah logika menjadi bentuk matematis yang dapat diterapkan
secara langsung pada sistem fisik. Setiap komponen digital seperti
prosesor dan memori bekerja berdasarkan operasi logika yang
direpresentasikan dalam bentuk fungsi Boolean. Gerbang logika pada
sirkuit elektronik menjalankan operasi tersebut untuk memproses dan
menyimpan informasi. Penguasaan aljabar Boolean sangat penting bagi
siapa pun yang ingin memahami atau merancang sistem komputer.
Pengetahuan ini menjadi landasan dalam pengembangan perangkat
keras, arsitektur komputer, serta dalam meningkatkan efisiensi instruksi
pada tingkat mesin.

A. Aljabar Boolean: Definisi dan Aksioma

1. Pengertian Aljabar Boolean

Aljabar Boolean adalah cabang matematika yang mempelajari
operasi logika pada variabel yang hanya memiliki dua kemungkinan
nilai, yaitu benar dan salah, atau dalam bentuk numerik dinyatakan
sebagai 1 dan 0. Sistem ini dikembangkan oleh George Boole pada abad
ke-19 dan menjadi dasar utama dalam logika matematika, teori
himpunan, desain rangkaian digital, serta ilmu komputer modern. Dalam
aljabar biasa, variabel dapat memiliki banyak nilai bilangan, sedangkan
dalam Aljabar Boolean variabel hanya memiliki dua keadaan. Karena
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itu, operasi yang digunakan bukan penjumlahan dan perkalian biasa,
tetapi operasi logika seperti AND, OR, dan NOT. Jika suatu variabel
Boolean ditulis sebagai x, maka: x € {0, 1} di mana:

e 0 menyatakan salah (false)

e 1 menyatakan benar (true)

Sebagai contoh, jika x = 1 berarti pernyataan benar, sedangkan
jika x = 0 berarti pernyataan salah. Sistem dua nilai ini sangat cocok
diterapkan dalam komputer digital karena perangkat elektronik bekerja
dengan dua keadaan tegangan: aktif dan tidak aktif. Oleh sebab itu,
seluruh operasi komputer pada dasarnya dibangun dari prinsip Aljabar
Boolean.

Aljabar Boolean juga dapat dipandang sebagai sistem himpunan.
Nilai 1 mewakili keanggotaan suatu unsur dalam himpunan, dan 0
menunjukkan ketidakhadiran. Dengan demikian, konsep Boolean
memiliki hubungan erat dengan logika proposisional dan teori
himpunan.

2. Operasi Dasar dalam Aljabar Boolean
Terdapat tiga operasi utama dalam Aljabar Boolean, yaitu OR,
AND, dan NOT. Ketiga operasi ini menjadi fondasi bagi seluruh ekspresi
logika dan sistem digital.
a. Operasi OR (Penjumlahan Boolean)
Dilambangkan dengan: x +y
Hasilnya bernilai 1 jika minimal salah satu variabel bernilai 1.

X y Xty
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Operasi ini mirip kata “atau”.
b. Operasi AND (Perkalian Boolean)
Dilambangkan dengan: x . y
Hasilnya bernilai 1 hanya jika kedua variabel bernilai 1.

X y X'y
0 0 0
0 1 0
1 0 0
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AN R R R O
Operasi ini setara dengan logika “dan”.
c. Operasi NOT (Komplemen)
Dilambangkan dengan: x'

atau kadang x. Nilainya membalik keadaan variabel.

X x'
0 1
1 0

Jika benar menjadi salah, jika salah menjadi benar.
Dari tiga operasi dasar ini dapat dibentuk ekspresi logika
kompleks seperti: (x +y') z yang banyak digunakan dalam rangkaian
logika digital.

3. Definisi Formal Aljabar Boolean

Secara matematis, Aljabar Boolean adalah suatu himpunan B
yang dilengkapi dua operasi biner dan satu operasi uner, yaitu:
e operasi OR: +
e operasi AND: -

e operasi komplemen: '

serta memiliki dua elemen khusus:
e 0 (identitas OR)

e 1 (identitas AND)

Suatu struktur disebut Aljabar Boolean jika memenuhi aksioma
tertentu. Secara umum ditulis: (B, +,-,", 0, 1). Misalnya himpunan: B =
{0,1}dengan operasi standar logika adalah contoh paling sederhana dari
Aljabar Boolean. Namun Boolean tidak hanya terbatas pada angka 0 dan
1. Himpunan bagian dari suatu set dengan operasi union, intersection,
dan complement juga membentuk Aljabar Boolean. Contoh: Jika U =
{a,b}, maka himpunan bagiannya:

P(U) = {0.{a},{b},{a,b}}
dengan:
e union=0R
e intersection = AND
e complement = NOT
juga merupakan Aljabar Boolean. Ini menunjukkan bahwa Boolean
adalah konsep abstrak yang luas, bukan sekadar tabel logika.
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4. Aksioma Dasar Aljabar Boolean
Agar suatu sistem disebut Aljabar Boolean, ia harus memenuhi
aksioma berikut.

a. Aksioma Komutatif: Urutan operasi tidak memengaruhi hasil
X+ty=y+Xx
X y=y- X
b. Aksioma Asosiatif: Pengelompokan tidak mengubah hasil
x+y)tz=x+(y+2z)
(xy) z=x(yz)

c. Aksioma Distributif: Berbeda dari aljabar biasa, kedua operasi
saling distributif
X (y+z)=xy+xz
x+yz=(x+y)(x+2)

d. Unsur Identitas
x+0=x
x-1=x

e. Unsur Komplemen: Setiap elemen punya pasangan komplemen

x+x'=1

X xX'=0
f. Hukum Idempoten

X+X=X

X X=X

Aksioma-aksioma ini memungkinkan manipulasi ekspresi logika secara
sistematis. Misalnya: x + Xy = X atau X (X +y) = X, yang disebut hukum
absorpsi.

5. Teorema Penting dalam Aljabar Boolean
Dari aksioma dasar dapat diturunkan berbagai hukum penting.
Salah satu yang paling terkenal adalah Hukum De Morgan:
(x+y)=xy
(xy) =X+
Hukum ini sangat penting dalam penyederhanaan rangkaian digital.
Ada juga hukum involusi: (x')' = X, dan hukum dominasi:
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x-0=0
Serta hukum absorpsi:
X +Xy=X
X(x+y)=x

Dengan hukum-hukum ini, ekspresi Boolean yang rumit dapat
disederhanakan menjadi bentuk yang lebih efisien.

6. Aplikasi Aljabar Boolean
Aljabar Boolean menjadi dasar hampir seluruh teknologi digital

modern. Dalam rangkaian logika:
e AND direalisasikan oleh gerbang AND
e OR direalisasikan oleh gerbang OR
e NOT direalisasikan oleh inverter
Semua prosesor komputer dibangun dari kombinasi gerbang-gerbang
tersebut. Selain itu Boolean dipakai pada:
a) Pemrograman computer

Operasi logika if,while, true, false
b) Basis data

Query pencarian menggunakan AND, OR, NOT
¢) Mesin pencari

Kata kunci seperti: matematika AND logika
d) Kontrol otomatis

Sistem alarm, sensor, keamanan
e) Kecerdasan buatan

Rule-based system dan inference engine

Dengan demikian, Aljabar Boolean bukan hanya teori

matematika, tetapi bahasa dasar dari sistem digital modern. Tanpa
konsep Boolean, komputer, smartphone, internet, dan teknologi
elektronik tidak akan berkembang seperti sekarang.

B. Teorema-teorema Dasar Aljabar Boolean

Dari aksioma-aksioma Huntington dapat diturunkan berbagai
teorema penting yang menjadi dasar manipulasi dan penyederhanaan
ekspresi logika. Teorema-teorema ini sangat berguna dalam analisis
matematika diskret, perancangan rangkaian digital, sistem kontrol, serta
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pemrograman komputer. Dengan menggunakan teorema Boolean, suatu
ekspresi yang rumit dapat diubah menjadi bentuk yang lebih sederhana
tanpa mengubah nilai logikanya. Penyederhanaan ini penting karena
dapat mengurangi jumlah gerbang logika, mempercepat proses
komputasi, menghemat energi, dan menurunkan biaya implementasi
perangkat keras.

Dalam Aljabar Boolean, variabel hanya memiliki dua nilai, yaitu
0 dan 1. Operasi dasar yang digunakan adalah OR (+), AND (-), dan
NOT ('). Dari kombinasi operasi tersebut muncul hukum-hukum dasar
seperti idempoten, bounded, involusi, absorpsi, De Morgan, dan
asosiatif. Setiap hukum memiliki makna logis tertentu yang
mempermudah transformasi ekspresi. Berikut penjelasan rinci masing-
masing teorema.

1. Teorema Idempoten
Teorema idempoten menyatakan bahwa penggabungan suatu
variabel dengan dirinya sendiri tidak mengubah nilai variabel tersebut.
Secara matematis:
X+Xx=X

X "X=X

Artinya, jika suatu kondisi logika digabungkan dengan dirinya sendiri
melalui operasi OR atau AND, hasilnya tetap sama. Dalam logika,
pengulangan informasi tidak memberikan pengaruh tambahan. Jika
sebuah pernyataan sudah benar, maka mengulanginya tetap benar. Jika
sebuah kondisi diperlukan dua kali sekaligus, nilainya juga tetap sama.
Contoh tabel kebenaran:

X X +Xx XX
0
1 1 1

Dalam rangkaian digital, jika sinyal yang sama masuk ke dua input
gerbang OR atau AND, hasil keluarannya sama dengan sinyal awal.
Karena itu, duplikasi jalur logika tidak diperlukan dan dapat dihilangkan.
Contoh penyederhanaan:

A+A=A

B-B=B
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Teorema ini sering muncul dalam optimasi logika karena ekspresi yang
memiliki variabel berulang dapat langsung dipersingkat.

2. Teorema Bounded (Dominasi)

Teorema bounded menjelaskan adanya nilai dominan pada
operasi Boolean. Nilai 1 mendominasi operasi OR, sedangkan nilai 0
mendominasi operasi AND. Secara formal:

x+1=1

x:-0=0
Artinya, jika suatu variabel di-OR dengan 1, hasilnya pasti 1. Jika suatu
variabel di-AND dengan 0, hasilnya pasti 0. Variabel lain menjadi tidak
berpengaruh. Tabel kebenaran:

X x+1 x-0
0 1 0
1 1 0

Secara logika:
e Pernyataan “x ATAU benar” selalu benar.
o Pernyataan “x DAN salah” selalu salah.
Contoh: A+1=1 B-0=0

Dalam sistem digital, hukum ini membantu mengidentifikasi
sinyal tetap (constant logic). Jika suatu rangkaian memiliki input tetap 1
pada gerbang OR, maka keluaran selalu 1. Jika memiliki input tetap 0
pada gerbang AND, maka keluaran selalu 0. Teorema bounded sangat
penting dalam troubleshooting dan penyederhanaan rangkaian karena
menunjukkan kondisi dominan yang meniadakan variabel lain.

3. Teorema Involusi

Teorema involusi menyatakan bahwa komplemen dari
komplemen suatu variabel akan menghasilkan variabel semula. Ditulis:

x")=x

Artinya, jika suatu nilai dibalik dua kali, maka kembali ke nilai awal.
Jika benar diubah menjadi salah, lalu dibalik lagi, hasilnya kembali
benar. Jika salah dibalik menjadi benar lalu dibalik lagi, hasilnya kembali
salah. Tabel kebenaran:

X X' (X')'
0 1 0
1 0 1
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Teorema ini menunjukkan bahwa operasi NOT bersifat reversibel.
Dalam logika digital, dua inverter berurutan akan menghasilkan sinyal
asli. Contoh: (A")' = A (BY))=B

Dalam rangkaian elektronik, jika sinyal melewati dua gerbang
NOT berturut-turut, output akhirnya sama dengan input awal. Ini sering
digunakan dalam buffering sinyal atau sinkronisasi rangkaian. Teorema
involusi juga penting dalam pembuktian identitas Boolean karena
memungkinkan penghilangan negasi ganda.

4. Teorema Absorpsi
Teorema absorpsi merupakan salah satu hukum penyederhanaan
paling penting. Bentuk dasarnya:
x+(x-y)=x
X (x+y)=x

Maknanya adalah variabel utama “menyerap” bagian tambahan yang
mengandung dirinya sendiri. Jika suatu ekspresi sudah mengandung (x),
maka tambahan (x - y) atau (x +y) tidak mengubah hasil akhir. Contoh:

A+(A-B)=A
BB+C)=B
Pembuktian tabel kebenaran:
X y X'y x+(x1y)
0 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 1

Kolom terakhir sama dengan (x), sehingga identitas benar. Secara
intuitif:

e Jika x = 1, maka hasil pasti 1.

o Jika x =0, maka (x - y = 0), sehingga hasil tetap 0.
Teorema ini sangat sering digunakan dalam desain logika karena mampu
menghapus suku yang redundan. Banyak ekspresi panjang dapat
dipersingkat drastis dengan hukum absorpsi.

5. Teorema De Morgan
Teorema De Morgan adalah hukum transformasi antara OR dan
AND melalui negasi. Bentuknya:
(x+y)=x"-y
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(x-y)=x"+y'
Artinya:
o Negasi dari OR sama dengan AND dari negasi masing-masing.
e Negasi dari AND sama dengan OR dari negasi masing-masing.
Contoh:
(A+B)=AB'
(AB)=A"+B

Teorema ini sangat penting dalam elektronika digital karena
memungkinkan implementasi sistem hanya dengan gerbang NAND atau
NOR. Contoh logika sehari-hari: “Tidak (A atau B)” berarti “tidak A dan
tidak B”. Misalnya: Tidak (hujan atau panas) = tidak hujan dan tidak
panas. De Morgan banyak dipakai dalam transformasi ekspresi,
penyederhanaan, dan konversi bentuk logika ke bentuk gerbang
universal.

6. Teorema Asosiatif
Teorema asosiatif menyatakan bahwa cara pengelompokan
operand tidak memengaruhi hasil operasi. Untuk OR:

x+t(y+tz)=(x+ty)+z

Untuk AND:
X (Y D)=(x"y) 7

Artinya, operasi dapat dilakukan berurutan tanpa memedulikan tanda
kurung. Contoh:
A+B+C)=(A+B)+C
A (BC)=(AB)C

Hal ini memudahkan manipulasi ekspresi Boolean yang panjang karena
kita bebas mengatur pengelompokan. Dalam rangkaian digital, beberapa
gerbang OR atau AND berantai dapat dirancang dengan urutan fleksibel
tanpa mengubah fungsi logika. Teorema ini juga penting dalam
penyusunan program komputer dan evaluasi ekspresi logika kompleks.

7. Peranan Teorema Boolean dalam Sistem Digital

Semua teorema di atas memiliki fungsi praktis besar dalam dunia
teknologi. Dengan penyederhanaan Boolean:
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e Jumlah gerbang logika dapat dikurangi

e Jalur sinyal menjadi lebih pendek

o Konsumsi daya lebih rendah

o Kecepatan rangkaian meningkat

e Biaya produksi chip lebih murah
Contoh: A+A-B=A

Tanpa teorema absorpsi membutuhkan gerbang AND dan OR. Setelah
disederhanakan cukup satu jalur sinyal A. Itulah sebabnya Aljabar
Boolean menjadi dasar desain komputer, mikroprosesor, PLC industri,
sistem komunikasi, dan kecerdasan buatan berbasis logika. Semua
rangkaian digital modern pada dasarnya dibangun dengan menerapkan
teorema-teorema Boolean ini secara sistematis.

C. Fungsi Boolean dan Penyederhanaan

1. Pengertian Fungsi Boolean

Fungsi Boolean adalah fungsi matematika yang menerima satu
atau lebih variabel biner sebagai input dan menghasilkan output biner,
yaitu 0 atau 1. Variabel Boolean hanya memiliki dua kemungkinan nilai,
sehingga fungsi ini digunakan untuk merepresentasikan keputusan
logika, kondisi benar-salah, aktif-tidak aktif, hidup-mati, dan berbagai
proses digital lainnya. Dalam ilmu komputer dan elektronika, fungsi
Boolean menjadi dasar dari rangkaian logika, sistem kontrol,
pemrograman, serta desain mikroprosesor. Secara umum, fungsi
Boolean dengan n variabel ditulis sebagai: f(x1, x2, x3,..., Xxn) dengan:

x; € {0,1} dan hasil: f € {0,1}. Sebagai contoh, fungsi dua variabel:
f(4,B)=A+B

akan menghasilkan nilai 1 jika salah satu input bernilai 1. Sedangkan

fungsi: (4,B) = A - B akan menghasilkan 1 hanya jika kedua input

bernilai 1.

Setiap fungsi Boolean dapat direpresentasikan melalui tabel
kebenaran (truth table). Untuk dua variabel terdapat (2°=4) kombinasi
input, sedangkan untuk tiga variabel terdapat (2°=8) kombinasi. Secara
umum, jumlah kombinasi input adalah: 2" dan jumlah kemungkinan
fungsi Boolean berbeda adalah: 2™ Karena setiap kombinasi input
dapat menghasilkan output 0 atau 1. Sebagai contoh, untuk dua variabel
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terdapat: 2@ =16 fungsi Boolean yang berbeda. Hal ini menunjukkan
bahwa walaupun input sederhana, jumlah fungsi yang mungkin sangat
banyak. Oleh sebab itu diperlukan metode representasi dan
penyederhanaan agar fungsi mudah dianalisis dan diimplementasikan.

2. Bentuk Standar Sum of Products (SOP)

Salah satu bentuk baku fungsi Boolean adalah Sum of Products
(SOP). Dalam bentuk ini, fungsi ditulis sebagai penjumlahan (OR) dari
beberapa suku hasil perkalian (AND). Setiap suku perkalian disebut
minterm, yaitu kombinasi variabel yang mewakili satu baris tabel
kebenaran dengan output bernilai 1. Jika variabelnya 4 dan B, maka
minterm yang mungkin adalah:

A'B'
A'B
AB'
AB
Masing-masing mewakili kombinasi input:
A B Minterm
0 0 A'B'
0 1 A'B
1 0 AB'
1 1 AB

Jika output fungsi bernilai 1 pada baris kedua dan keempat, maka:
f(4,B)=A'B+ AB

Itulah bentuk SOP. Fungsi dibangun dari seluruh minterm yang
menghasilkan output 1. Secara umum: f = ), m(i) di mana m(i) adalah
minterm ke-1. Contoh:

F(A,B,C) = Z m(1,3,5,7)
berarti output bernilai 1 pada kombinasi input nomor 1, 3, 5, 7.

Keunggulan SOP:

e Mudah diperoleh dari tabel kebenaran

e Cocok untuk implementasi gerbang AND-OR

e Banyak digunakan dalam perancangan logika kombinasi
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Namun bentuk SOP standar belum tentu paling efisien. Karena itu perlu
proses penyederhanaan.

3. Bentuk Standar Product of Sums (POS)

Bentuk standar kedua adalah Product of Sums (POS). Dalam
bentuk ini, fungsi ditulis sebagai hasil perkalian (AND) dari beberapa
suku penjumlahan (OR). Setiap suku disebut maxterm, yaitu kombinasi
yang mewakili baris tabel kebenaran dengan output 0. Untuk dua
variabel, maxterm yang mungkin:

A+B

A+B'

A'+B

A'+B'
Jika output bernilai 0 pada baris pertama dan ketiga, maka fungsi dapat
ditulis: f(4,B) = (4 + B) (4’ + B). Secara umum:

F=] Mo

di mana M(i) adalah maxterm ke-i.

Keunggulan POS:
e Cocok untuk implementasi OR-AND
e Berguna pada sistem yang fokus pada kondisi gagal atau output nol
e Alternatif dari SOP untuk fungsi yang sama

Setiap fungsi Boolean dapat ditulis dalam SOP maupun POS.
Keduanya ekuivalen secara logika, hanya berbeda bentuk representasi.
Pemilihan bentuk bergantung pada kebutuhan implementasi sirkuit.

4. Penyederhanaan Fungsi Boolean
Tujuan utama penyederhanaan adalah mengurangi kompleksitas

ekspresi agar implementasi perangkat keras lebih efisien. Fungsi yang
lebih sederhana membutuhkan:

o Lebih sedikit gerbang logika

e Lebih sedikit kabel penghubung

e Delay propagasi lebih kecil

o Konsumsi daya lebih rendah

o Biaya produksi lebih murah
Misalnya fungsi: f=A'B + AB
dapat disederhanakan menjadi: =B (4'+ A4)
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Karena: 4"+ 4=1

maka: f=B

Artinya dua gerbang AND dan satu OR dapat diganti hanya satu jalur
sinyal B.

Metode Penyederhanaan:

a. Menggunakan Teorema Boolean
Contoh: A+A-B=A
(Absorpsi)

A+A'=
(Komplemen)

b. Peta Karnaugh (K-Map)
Metode visual untuk 2 sampai 6 variabel. Sel-sel bernilai 1
dikelompokkan menjadi blok ukuran 1,2,4,8,... untuk menghasilkan
ekspresi minimal.

c. Algoritma Quine-McCluskey
Metode sistematis berbasis tabel untuk fungsi variabel banyak.
Cocok untuk optimasi komputer.

5. Hubungan dengan Rangkaian Digital
Setiap fungsi Boolean dapat diwujudkan dalam bentuk gerbang

logika:
e AND gate
e OR gate
e NOT gate
e NAND gate
e NOR gate
e XOR gate

Jika ekspresi tidak disederhanakan, jumlah gerbang akan lebih
banyak. Misalnya: AB + A'B membutuhkan dua gerbang AND, satu
NOT, satu OR. Setelah disederhanakan menjadi: B tidak membutuhkan
gerbang tambahan. Dalam chip modern yang memuat jutaan transistor,
penyederhanaan Boolean sangat penting. Penghematan satu gerbang
pada unit kecil dapat berarti penghematan besar dalam skala industri.

Fungsi Boolean adalah pemetaan variabel biner ke output biner
yang menjadi dasar sistem digital modern. Setiap fungsi dapat
dinyatakan dalam dua bentuk standar, yaitu Sum of Products (SOP) dan
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Product of Sums (POS). SOP dibangun dari minterm dengan output 1,
sedangkan POS dibangun dari maxterm dengan output 0.
Penyederhanaan fungsi Boolean bertujuan meminimalkan kompleksitas
logika agar implementasi rangkaian menjadi lebih cepat, murah, dan
efisien. Metode yang digunakan meliputi teorema Boolean, Peta
Karnaugh, dan algoritma sistematis. Karena itu, topik ini merupakan
fondasi penting dalam elektronika digital, komputer, otomatisasi
industri, dan teknologi modern.

D. Peta Karnaugh

Peta Karnaugh (Karnaugh Map, K-Map) adalah metode visual
untuk menyederhanakan fungsi Boolean, diperkenalkan oleh Maurice
Karnaugh pada tahun 1953. K-Map secara sistematis mengidentifikasi
pengelompokan minterm yang dapat disederhanakan. Peta Karnaugh
merupakan alat bantu visual yang digunakan untuk menyederhanakan
fungsi Boolean secara lebih intuitif. Metode ini diperkenalkan untuk
mempermudah proses yang sebelumnya dilakukan melalui manipulasi
aljabar yang cukup rumit. Melalui K-Map, nilai-nilai fungsi disusun
dalam bentuk tabel khusus sehingga pola-pola tertentu dapat terlihat
dengan jelas. Pengelompokan minterm dilakukan berdasarkan kedekatan
posisi, sehingga bagian-bagian yang dapat digabungkan untuk
penyederhanaan dapat diidentifikasi dengan mudah. Pendekatan ini
membantu menghasilkan bentuk fungsi yang lebih sederhana, yang pada
akhirnya berdampak pada efisiensi desain rangkaian digital dari sisi
jumlah komponen dan kinerja.
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Gambar 6.1 Contoh Peta Karnaugh 3 Variabel dan
Pengelompokan
Contoh K-Map 3 Variabel (A, B, C):

BC
AB |00]01|11]10|
----- el
0] 1]0] 1] 1| <-Baris AB=0
1]0]0| 1| 0| <-Baris AB=1

Grup: {m0,m2,m6} -> A'C' + ABC (diagonal)
Grup: {m2,m6} ->BC
Fungsi disederhanakan: F = A'C' + BC

Tabel dan diagram Peta Karnaugh (K-Map) 3 variabel
menunjukkan cara penyederhanaan fungsi Boolean melalui
pengelompokan nilai yang tersusun dalam bentuk matriks. Variabel A
dan B digunakan sebagai penentu baris, sedangkan kombinasi variabel
B dan C membentuk kolom dalam urutan Gray code, yaitu 00, 01, 11,
dan 10. Penyusunan ini dibuat agar sel yang berdekatan secara logis juga
berada berdekatan secara visual.

Setiap sel dalam tabel berisi nilai fungsi Boolean, yaitu 1 atau 0,
yang merepresentasikan kondisi benar atau salah dari kombinasi variabel
tertentu. Baris AB = 0 menunjukkan hasil fungsi untuk kondisi ketika A
dan B bernilai 0, sedangkan baris AB = 1 menunjukkan kondisi ketika A
dan B bernilai 1. Distribusi nilai 1 pada tabel menjadi dasar dalam proses
pengelompokan.

Pengelompokan minterm dilakukan dengan menggabungkan sel-
sel yang bernilai 1 dan saling berdekatan secara horizontal maupun
vertikal. Pada contoh ini, terdapat grup {m0, m2, mé6} yang
menghasilkan ekspresi A'C' + ABC, yang menunjukkan kombinasi
variabel yang masih relevan setelah penyederhanaan. Selain itu, grup
{m2, m6} menghasilkan ekspresi BC, yang menunjukkan bahwa
sebagian variabel dapat dieliminasi karena tidak memengaruhi hasil
akhir dalam kelompok tersebut.

Hasil akhir penyederhanaan fungsi Boolean dari peta Karnaugh
ini adalah F = A'C' + BC. Ekspresi ini lebih ringkas dibandingkan bentuk
awalnya karena mengurangi jumlah literal dan operasi logika yang
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diperlukan. Penyederhanaan seperti ini berdampak langsung pada
efisiensi desain rangkaian digital, karena jumlah gerbang logika yang
dibutuhkan menjadi lebih sedikit dan proses komputasi menjadi lebih
cepat.

E. Sirkuit Logika Kombinasional

Peta Karnaugh atau Karnaugh Map (K-Map) adalah metode
visual yang digunakan untuk menyederhanakan fungsi Boolean secara
sistematis dan cepat. Teknik ini diperkenalkan oleh Maurice Karnaugh
pada tahun 1953 sebagai pengembangan dari metode tabel kebenaran
dan teknik minimisasi logika sebelumnya. K-Map sangat populer dalam
elektronika digital karena mampu menyederhanakan ekspresi logika
tanpa manipulasi aljabar panjang. Dalam Aljabar Boolean, sebuah fungsi
dapat memiliki banyak bentuk ekspresi yang ekuivalen. Namun, tidak
semua bentuk efisien untuk direalisasikan ke rangkaian digital. Bentuk
yang panjang membutuhkan lebih banyak gerbang logika, lebih banyak
transistor, konsumsi daya lebih tinggi, dan waktu propagasi sinyal lebih
lambat. Karena itu, dibutuhkan metode untuk mencari bentuk paling
sederhana. K-Map menyediakan cara visual untuk menemukan bentuk
minimum tersebut.

Prinsip utama K-Map adalah menyusun nilai output fungsi
Boolean ke dalam kotak-kotak yang mewakili minterm atau maxterm.
Kotak disusun dalam urutan Gray Code, sehingga dua sel yang
bersebelahan hanya berbeda satu variabel. Dengan susunan ini,
kelompok nilai 1 (untuk SOP) atau nilai O (untuk POS) dapat
digabungkan untuk menghilangkan variabel yang tidak diperlukan. K-
Map banyak digunakan untuk fungsi dengan 2, 3, 4, hingga 6 variabel.
Untuk jumlah variabel kecil sampai menengah, metode ini sangat efektif
dibanding manipulasi aljabar biasa. Pada fungsi besar, metode
algoritmik seperti Quine-McCluskey atau software CAD lebih umum
digunakan. Secara praktis, K-Map membantu insinyur dan mahasiswa
melihat pola logika secara intuitif. Itulah keunggulan utamanya:
penyederhanaan yang secara aljabar sulit, dapat terlihat jelas secara
visual.
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1. Struktur dan Susunan K-Map
Jumlah sel dalam Peta Karnaugh bergantung pada banyaknya
variabel. Jika ada n variabel Boolean, maka jumlah kombinasi input
adalah: 2" Sehingga jumlah sel K-Map juga: 2". Contoh:
e 2 variabel — 4 sel
e 3 variabel — 8 sel
e 4 variabel — 16 sel
e 5 variabel — 32 sel

K-Map 2 Variabel

A\B 0 1
mO ml
1 m2 m3

K-Map 3 Variabel

A\BC 00 01 11 10
0 mO0 ml m3 m2
1 m4 m35 m?7 mo6

Perhatikan kolom memakai urutan Gray Code: 00, 01, 11, 10 bukan
urutan biner biasa. Ini penting karena tiap kolom bertetangga hanya
berbeda satu bit. Mengapa Gray Code Penting? Karena dua sel
bertetangga dapat digabung hanya jika berbeda satu variabel. Jika
memakai urutan biner biasa, hubungan kedekatan logis rusak. Selain itu,
pada K-Map sisi kiri dan kanan dianggap bertetangga, begitu juga sisi
atas dan bawah. Jadi peta bersifat melingkar (wrap-around). Ini sering
menjadi sumber kesalahan pemula.

2. Aturan Pengelompokan dalam K-Map

Tujuan utama K-Map adalah menggabungkan sel bernilai 1
menjadi grup sebesar mungkin agar fungsi menjadi sederhana. Untuk
bentuk SOP, yang dikelompokkan adalah sel bernilai 1. Untuk POS,
yang dikelompokkan adalah sel bernilai 0. Aturan Pengelompokan:
a) Grup harus berisi jumlah sel berpangkat dua: 1,2,4,8,16,.....
b) Grup berbentuk persegi panjang.
¢) Grup boleh melintasi tepi peta.
d) Grup boleh saling tumpang tindih jika menguntungkan.
e) Gunakan grup sebesar mungkin.
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f) Semua nilai 1 harus tercakup minimal sekali.

Semakin besar grup, semakin banyak variabel yang hilang.
Misalnya grup 2 sel menghilangkan 1 variabel. Grup 4 sel
menghilangkan 2 variabel. Grup 8 sel menghilangkan 3 variabel. Jadi
grup besar menghasilkan ekspresi lebih sederhana.

3. Keunggulan K-Map dalam Rangkaian Digital

Penyederhanaan fungsi Boolean berdampak langsung pada
desain perangkat keras digital. Jika ekspresi panjang digunakan apa
adanya, maka jumlah gerbang logika menjadi besar. Setelah
disederhanakan dengan K-Map, jumlah komponen berkurang signifikan.
Dampak Positif:

a) Lebih sedikit gerbang logika: Menghemat komponen fisik.

b) Delay lebih kecil: Karena jalur logika lebih pendek.

¢) Konsumsi daya rendah: Penting pada perangkat portabel.

d) Biaya produksi lebih murah: Sangat penting pada IC massal.

e) Keandalan meningkat: Semakin sedikit komponen, semakin kecil
potensi gagal.

Sebagai contoh:

Tanpa simplifikasi: F=FA'BC+ABC+A'BC'

Mungkin butuh beberapa gerbang AND, OR, dan NOT.

Setelah K-Map: F=B+A'C'

Gerbang yang dibutuhkan jauh lebih sedikit.

Peta Karnaugh adalah metode visual untuk menyederhanakan
fungsi Boolean dengan cara mengelompokkan minterm atau maxterm
yang berdekatan. Dengan susunan Gray Code, hubungan logis antar
kombinasi input terlihat jelas sehingga variabel yang tidak perlu dapat
dieliminasi. K-Map menghasilkan ekspresi logika minimum yang lebih
efisien untuk implementasi rangkaian digital. Dampaknya adalah
pengurangan jumlah gerbang, peningkatan kecepatan, penurunan daya,
dan biaya lebih rendah. Karena itu, K-Map menjadi alat fundamental
dalam elektronika digital, teknik komputer, otomasi industri, dan desain
sistem logika modern.
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BAB VII
REKURSI DAN RELASI REKURENSI

Rekursi adalah paradigma pemrograman dan pemodelan
matematis yang elegan: mendefinisikan sesuatu dalam kaitannya dengan
dirinya sendiri. Banyak algoritma paling efisien dan struktur data paling
natural diekspresikan secara rekursif. Analisis algoritma rekursif
membutuhkan pemahaman relasi rekurensi dan metode penyelesaiannya.
Sirkuit logika kombinasional bekerja secara langsung berdasarkan
kondisi input yang diberikan pada saat itu. Tidak ada penyimpanan
informasi sebelumnya, sehingga setiap perubahan input akan segera
memengaruhi output. Karakteristik ini membuat perilaku sirkuit
sepenuhnya dapat diprediksi dari hubungan logika antara input dan
output. Tidak ada ketergantungan pada keadaan sebelumnya seperti pada
sirkuit yang memiliki memori. Contoh seperti adder, encoder, decoder,
dan multiplexer menunjukkan penerapan konsep ini dalam berbagai
fungsi dasar komputasi, mulai dari perhitungan hingga pengolahan dan
pengalihan data dalam sistem digital.

A. Definisi Rekursif dan Fungsi Rekursif

1. Pengertian Definisi Rekursif
Definisi rekursif adalah metode mendefinisikan suatu objek,
fungsi, atau proses dengan menggunakan dirinya sendiri pada bentuk
yang lebih sederhana. Dalam matematika diskret dan ilmu komputer,
rekursi menjadi konsep penting karena banyak persoalan kompleks dapat
dipecah menjadi submasalah yang serupa tetapi berukuran lebih kecil.
Pendekatan ini sangat efisien untuk menggambarkan pola berulang,
struktur bertingkat, dan algoritma divide-and-conquer. Secara formal,
definisi rekursif terdiri atas dua bagian utama:
1. Basis (base case), yaitu nilai awal yang diketahui secara langsung
tanpa perlu pemanggilan ulang.
2. Langkah rekursif (recursive step), yaitu aturan untuk menghitung
nilai baru berdasarkan nilai yang lebih kecil atau lebih sederhana.
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Tanpa kondisi basis, proses rekursif akan berjalan tanpa henti dan
menyebabkan infinite recursion. Oleh karena itu, basis adalah bagian
terpenting dalam rekursi. Misalnya fungsi faktorial:
0'=1

n!l=nx(n-1)! untukn>1
Pada definisi ini:
e Basis: 0!=1
o Langkah rekursif: n! =n(n - 1)!
Artinya untuk menghitung (5!), sistem akan memanggil:

51=5x 4!
41=4x3
31=3x 2!
20=2x 11
11=1x0!
0'=1

Lalu hasilnya dikembalikan naik ke atas. Rekursi banyak digunakan
karena sering lebih alami dibanding iterasi biasa. Struktur seperti pohon,
direktori file, fraktal, graf, hingga bahasa pemrograman modern sangat
bergantung pada konsep ini.

2. Fungsi Rekursif Klasik: Faktorial dan Fibonacci

a. Faktorial: Fungsi faktorial merupakan contoh rekursi paling

sederhana dan terkenal.
n!l=nx(n-1)!

dengan basis: 0! = 1
Contoh: 5! =5x4x3x2x1=120
Kompleksitas waktunya: O(n) karena ada (n) pemanggilan
fungsi. Faktorial banyak digunakan dalam kombinatorika:

n!
Pr =
e (n—nr)!
n!
C —_—
i (n—r)!

b. Fibonacci: Barisan Fibonacci didefinisikan:
F(0)=0, F(1)=1
Fn)y=Fn-1)+Fn-2),n>2
Nilainya: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...
Contoh: F(5)=F@4)+F3)=3+2=5
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Metode rekursif naif sangat lambat karena banyak perhitungan
berulang: O(2"). Misalnya F(5) menghitung F(3) berkali-kali.
Jika menggunakan Dynamic Programming (DP) atau
memoization, hasil sebelumnya disimpan sehingga kompleksitas
turun menjadi: O(n)

Fibonacci penting dalam:

e Analisis algoritma

e Model populasi

e Struktur pohon AVL

e Fenomena alam (spiral bunga, daun)

3. Rekursi Efisien: GCD Euclid

Fungsi GCD (Greatest Common Divisor) atau FPB mencari
pembagi terbesar dari dua bilangan bulat positif. Algoritma Euclid
adalah salah satu algoritma rekursif tertua dan paling efisien. Definisi:

gcd(a,0)=a
gcd(a,b) = gcd(b,a mod b)

dengan b # 0
Aplikasi GCD:
e Menyederhanakan pecahan
o Kiriptografi RSA
e Modular arithmetic
e Number theory

Algoritma Euclid menunjukkan bahwa rekursi tidak selalu
lambat. Jika dirancang baik, rekursi bisa sangat efisien dan elegan.

4. Rekursi Sangat Dalam: Fungsi Ackermann dan Makna Teoretis
Rekursi
Fungsi Ackermann adalah contoh fungsi rekursif yang tumbuh
sangat cepat. Definisinya:
AOn)=n-+1
A(m,0)=A(m-1,1), m>0
A(mn)=A(m- 1, A(m, n - 1)), m,n >0

Fungsi ini tampak sederhana, tetapi hasilnya meledak sangat cepat.
Contoh:

A(1,2)=4

A22)=17
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A (3,2)=29
A (4,1)= 65533

Nilai berikutnya sangat besar hingga sulit dihitung secara praktis.
Ackermann digunakan dalam teori komputasi karena:
a) Menunjukkan ada fungsi yang tumbuh lebih cepat dari fungsi
primitif rekursif biasa.
b) Menjadi contoh ekstrem rekursi bersarang.
¢) Digunakan dalam analisis algoritma tertentu.

Contoh terkenal adalah inverse Ackermann function: a(n) yang
muncul pada analisis struktur data Union-Find. Walaupun berasal dari
fungsi sangat besar, inversenya tumbuh sangat lambat dan hampir
konstan dalam praktik.

Dari faktorial sampai Ackermann, terlihat bahwa rekursi bisa
menghasilkan:

e Fungsi sederhana

e Algoritma efisien

e Struktur matematis kompleks

e Pertumbuhan ekstrem
Rekursi menjadi dasar banyak topik lanjutan:

e Pohon biner

e Divide and Conquer

e Merge Sort

e Quick Sort

o DFS pada graf

e Dynamic Programming

e Bahasa formal

e Induksi matematika
Jika fungsi didefinisikan rekursif, pembuktiannya sering memakai
induksi matematika:

1. Buktikan benar untuk basis.

2. Asumsikan benar untuk n = k.

3. Buktikan benar untuk n =k + 1.
Ini menunjukkan rekursi dan induksi adalah dua konsep yang saling
berkaitan erat.

Definisi rekursif adalah cara mendefinisikan fungsi melalui nilai
sebelumnya dengan dua komponen utama: basis dan langkah rekursif.
Konsep ini sangat penting dalam matematika diskret dan informatika
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karena memungkinkan penyelesaian masalah kompleks secara
sistematis. Faktorial dan Fibonacci menunjukkan rekursi dasar, GCD
menunjukkan rekursi yang sangat efisien, sedangkan Ackermann
menunjukkan rekursi ekstrem yang melampaui pertumbuhan biasa. Dari
contoh-contoh ini terlihat bahwa rekursi bukan sekadar teknik
perhitungan, tetapi fondasi penting dalam teori algoritma, struktur data,
dan komputasi modern.

B. Relasi Rekurensi Linear Homogen

1. Definisi dan Konsep Dasar

Relasi rekurensi linear homogen adalah persamaan yang
menyatakan suatu suku barisan sebagai kombinasi linear dari beberapa
suku sebelumnya dengan koefisien tetap. Konsep ini sangat penting
dalam matematika diskret, teori algoritma, ekonomi, statistika, dan ilmu
komputer karena banyak proses berulang dapat dimodelkan dalam
bentuk barisan rekursif. Secara umum, relasi rekurensi linear homogen
berkoefisien konstan orde £ dituliskan sebagai:

a, = C1Ap_1 +C2a,_5 +C3a_3 + -+ Cran_x

dengan syarat:
e Ci,C2, ..., Ck) adalah konstanta
e ck#0
e diperlukan £ nilai awal untuk menentukan seluruh barisan

Disebut linear karena setiap suku muncul berpangkat satu dan
tidak saling dikalikan. Disebut homogen karena tidak ada suku tambahan
di luar kombinasi an.i. Jika ada tambahan seperti +5 atau +2", maka
disebut non-homogen. Contoh sederhana:

ap = 3an-1 — 20y

Ini adalah rekurensi linear homogen orde 2. Untuk menghasilkan seluruh
barisan, dibutuhkan dua kondisi awal, misalnya: ap =1, a; =4

Relasi rekurensi seperti ini banyak muncul pada:

e Pertumbuhan populasi

e Analisis biaya berulang

o Kompleksitas algoritma
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o Sistem dinamis diskret
o Deret bilangan khusus seperti Fibonacci

Dengan mengetahui bentuk rekursinya, kita dapat mencari rumus
eksplisit tanpa menghitung satu per satu.

2. Persamaan Karakteristik dan Metode Penyelesaian
Metode utama menyelesaikan relasi rekurensi homogen adalah
menggunakan  persamaan karakteristik. Ide dasarnya adalah
mengasumsikan solusi berbentuk: a, =r™. Jika disubstitusikan ke
relasi:
Ap = C10p_1 + C2Qpn_p + C3a5_3 + ++ CxQp_k

maka diperoleh:
=t eprE e TR

Membagi dengan 7'*:
= rf Tt ek bt g

Inilah yang disebut persamaan karakteristik.

k— k-2

rk—crkl— k2 — i — =0

Akar-akar persamaan tersebut menentukan bentuk solusi umum barisan.
Contoh: a, = S5an-1 - 6as-2
Persamaan karakteristik: 72 - 57+ 6 =0
Faktorkan: (r-2) (r-3)=0
Akar: 1 =2, n=3
Karena akarnya berbeda, solusi umum: a, = A2" + B3"

Konstanta 4 dan B ditentukan dari kondisi awal. Metode ini
sangat efisien karena mengubah persoalan barisan menjadi persoalan
aljabar polinomial.

3. Bentuk Solusi Berdasarkan Jenis Akar
Bentuk solusi relasi rekurensi bergantung pada akar persamaan
karakteristik. Ada tiga kasus utama:
a. Akar Real Berbeda
Jika akar berbeda: r1, 2, ..., 1«
maka: a, = Cy1{" + Cort + -+ + C1yt
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Contoh: a, = 4an-1 - 3an2
Karakteristik: 72 - 4r+3 =0
Akar: 1,3

Solusi: a,, = C; + C,3"

b. Akar Kembar
Jika akar r berulang sebanyak dua kali: (r - r0)> = 0
maka solusi: a,, = (C; + Co,n)r™
Contoh: a, = 6a,-1 - 9an-2
Karakteristik: 72 - 67+ 9 =10
(r-3)*=0
Solusi: a,, = (C; + C,;n)3"

c. Akar Kompleks
Jika akar: r = a + Bi
maka solusi dapat ditulis: a,, = p™(C;cosnb + C, sinnf)
dengan: p = /a? + B2
Contoh ini sering muncul pada sistem osilasi diskret.
Jenis akar menentukan perilaku jangka panjang barisan:
e akar > 1 — tumbuh eksponensial
e 0 <akar <1 — menurun
 akar negatif — berosilasi tanda
o akar kompleks — pola periodik/gelombang
Karena itu, relasi rekurensi banyak dipakai untuk menganalisis
stabilitas sistem.

Relasi rekurensi linear homogen adalah persamaan yang
mendefinisikan suatu suku barisan dari kombinasi linear suku-suku
sebelumnya dengan koefisien konstan. Bentuk umum orde £:

An, = C1Ap_1 + C2ap_5 + C3Ap_3 + -+ Cxay_y

Metode utama penyelesaiannya adalah persamaan karakteristik. Akar-
akar persamaan menentukan bentuk solusi umum, baik akar berbeda,
berulang, maupun kompleks. Konsep ini sangat penting karena mampu
mengubah masalah barisan berulang menjadi rumus eksplisit yang
mudah dianalisis. Dari Fibonacci hingga analisis algoritma modern,
relasi rekurensi linear homogen merupakan alat fundamental dalam
matematika dan ilmu komputer.
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C. Master Theorem

1. Pengertian dan Bentuk Umum
Master Theorem adalah metode cepat untuk menentukan
kompleksitas waktu algoritma divide and conquer yang memiliki relasi
rekurensi berbentuk:
n
T(n) =aT (E) + f(n)
dengan:
e a>1 =jumlah submasalah yang dibentuk
e b >1 = faktor pembagian ukuran masalah
e f(n) = biaya tambahan di luar rekursi (split, merge, proses lokal)
Master Theorem sangat penting dalam analisis algoritma karena
banyak algoritma modern memiliki pola:
1. Masalah ukuran (n) dibagi menjadi beberapa bagian.
2. Setiap bagian diselesaikan secara rekursif.
3. Hasil submasalah digabungkan kembali.
Contohnya:
e Merge Sort
e Binary Search
e Quick Sort (rata-rata)
o Strassen Matrix Multiplication
e Karatsuba Multiplication

Makna setiap komponen:
e al(n/b) = total biaya menyelesaikan submasalah rekursif
e f(n) = biaya kerja pada level saat ini

Ukuran penting yang dibandingkan adalah: n!°8»¢. Nilai ini
menggambarkan total kontribusi struktur pohon rekursi.

y = nlogb a
Jika (f(n) lebih kecil, sama besar, atau lebih besar dari nilai ini, maka
kompleksitas akhir berbeda. Inilah dasar tiga kasus Master Theorem.

2. Tiga Kasus Master Theorem
Kasus 1: Bagian Rekursif Dominan
Jika: f(n) = 0(n'°8v4-¢)
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untuk suatu € > 0, maka: T(n) = 8(n'°8%). Artinya biaya tambahan
lebih kecil daripada biaya total submasalah, sehingga struktur rekursi
mendominasi.

Kasus 2: Seimbang

Jika: f(n) = 8(nlo8r )

maka: T(n) = 0(n'°8v%logn). Artinya biaya rekursi dan biaya
tambahan seimbang pada setiap level, sehingga muncul faktor logaritma
dari jumlah level rekursi.

Kasus 3: Biaya Tambahan Dominan

Jika: f(n) = Q(n'o8ra+¢)

dan memenuhi kondisi regularitas: af (n/b) < cf(n),c <1

maka: T(n) = 6(f(n)). Artinya biaya non-rekursif jauh lebih besar
sehingga mendominasi seluruh proses.

3. Aplikasi pada Algoritma Terkenal
a. Merge Sort

Relasi: T(n) =2T (g) +n
e dua subarray

« ukuran setengah

e merge linear

Karena kasus 2: T(n) = 6(nlogn)
y=nlogn

b. Binary Search

n

Relasi: T(n)=T (E) +1
e satu submasalah
 ukuran setengah
« cek tengah konstan
Disini:a=1, b=2
nlogz 1-1

Maka kasus 2: T(n) = 8(logn)
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c. Strassen Matrix Multiplication
. — n 2
Relasi: T(n)=7T (2) +n
nlog, 7 ~ n*807
Karena n? lebih kecil, masuk kasus 1:
T(Tl) — 9(1’12'807)

Lebih cepat dari perkalian matriks biasa O(n?).

d. Karatsuba Multiplication

Relasi: T(n) =3T (2) +n

nlog, 3 ~ n1:58%

Kasus 1:
T(n) = 6(n'88%)
Lebih cepat dari perkalian standar O(n?).

e. Binary Tree Traversal
Jika setiap simpul diproses sekali:

T(n) = 2T (E

5)+1

Karena jumlah simpul total tetap n, hasil akhirnya:
T(n) =6(n)

Setiap node dikunjungi satu kali.

Master Theorem sangat berguna untuk:
o membandingkan algoritma
o merancang divide and conquer baru
» memperkirakan skalabilitas program
e memahami tradeoff waktu komputasi
Master Theorem adalah alat utama untuk menganalisis kompleksitas
algoritma divide and conquer dengan bentuk:
T(n) =aT (g) + f(n)
Kompleksitas ditentukan dengan membandingkan f{n) terhadap: n'°8> ¢
e Jika f(n) lebih kecil — rekursi dominan
o Jika seimbang — muncul faktor log n
o Jika lebih besar — biaya tambahan dominan
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Dengan teorema ini, kompleksitas Merge Sort, Binary Search, Strassen,
dan Karatsuba dapat dihitung cepat tanpa ekspansi rekursi panjang.
Karena itu Master Theorem merupakan konsep fundamental dalam
analisis algoritma modern.
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BAB VIl
ALJABAR LINEAR

Aljabar linear adalah bahasa matematika yang paling sering
digunakan dalam komputasi ilmiah, grafik komputer, machine learning,
dan pemrosesan sinyal. Operasi matriks yang efisien menentukan
kecepatan simulasi fisika, rendering 3D, dan pelatihan model deep
learning. Gilbert Strang, dalam Introduction to Linear Algebra (2023),
menyebutnya sebagai "the most useful kind of mathematics for data
science." aljabar linear menjadi alat utama dalam berbagai bidang
komputasi modern. Konsep seperti vektor dan matriks digunakan untuk
merepresentasikan data, transformasi, serta hubungan antar variabel
dalam berbagai sistem. Peran ini terlihat pada komputasi ilmiah, grafik
komputer, pembelajaran mesin, dan pemrosesan sinyal, di mana banyak
proses bergantung pada operasi matriks. Kecepatan dan efisiensi operasi
tersebut sangat memengaruhi kinerja aplikasi, seperti simulasi fisika,
visualisasi 3D, dan pelatihan model deep learning. Pandangan Gilbert
Strang menunjukkan bahwa aljabar linear memiliki posisi yang sangat
penting dalam ilmu data, karena kemampuannya dalam menangani data
dalam skala besar secara terstruktur dan efisien.

A. Vektor dan Ruang Vektor

1. Pengertian Vektor

Vektor adalah objek matematika yang memiliki besar
(magnitudo) dan arah. Dalam bentuk paling sederhana, vektor dapat
direpresentasikan sebagai daftar bilangan yang menunjukkan
komponen-komponennya terhadap suatu sistem koordinat. Misalnya
pada bidang dua dimensi: v = (3,4) vektor tersebut berarti bergerak 3
satuan ke arah sumbu x dan 4 satuan ke arah sumbu y. Dalam ruang tiga
dimensi, vektor dapat ditulis: u = (x, y, z)

Vektor sangat penting karena digunakan untuk menggambarkan
banyak besaran nyata seperti:
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e gaya
e kecepatan
e percepatan
e perpindahan
e arus listrik
e data numerik multidimensi
Secara geometris, vektor digambarkan sebagai panah. Panjang
panah menunjukkan besar vektor, sedangkan arah panah menunjukkan
orientasinya. Panjang atau norma vektor dua dimensi dihitung dengan

Teorema Pythagoras: I vil=+x%+ y?

Untuk (3,4):
Ivi=+v3%2+42=5

Selain sebagai objek geometris, vektor juga dipahami secara
abstrak sebagai elemen dalam suatu ruang yang dapat dijumlahkan dan
dikalikan skalar. Inilah yang menjadi dasar konsep ruang vektor.

2. Definisi Ruang Vektor
Ruang vektor adalah himpunan non-kosong V yang elemennya
disebut vektor, dilengkapi dua operasi:
1) Penjumlahan vector
utv
2) Perkalian scalar
Cv
dengan c berasal dari suatu lapangan (field) F, biasanya:
e bilangan real R
o bilangan kompleks C
Agar suatu himpunan menjadi ruang vektor, operasi tersebut
harus memenuhi aksioma tertentu. Artinya, vektor tidak hanya sekadar
daftar angka, tetapi harus tunduk pada aturan aljabar yang konsisten.
Contoh ruang vektor paling umum adalah:
a. Ruang Euclidean dua dimensi
R* = {(x,y)|x,y € R}
b. Ruang tiga dimensi
R3
c. Ruang semua polinom derajat <n
PI]
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d. Ruang matriks berukuran m x n
e. Ruang fungsi kontinu

Jadi ruang vektor bukan hanya titik dalam bidang, tetapi struktur
umum yang sangat luas dalam matematika dan komputasi.

3. Delapan Aksioma Ruang Vektor
Suatu himpunan V disebut ruang vektor jika untuk semua u, v, w
€ V dan skalar a, b € F), berlaku aksioma berikut:
A. Aksioma Penjumlahan
1) Tertutup terhadap penjumlahan: u+v €V
2) Komutatif:u+v=v+u
3) Asosiatif: (utv)+tw=u+(v+w)
4) Elemen identitas nol: Ada vektor nol 0 sehingga: v+0=v
5) Invers aditif: Untuk setiap v, ada -v sehingga: v + (-v) =0
B. Aksioma Perkalian Skalar
6) Tertutup terhadap skalar: av € V
7) Distributif: a(u + v) = au +av
(a+b)v=av + bv
8) Asosiatif skalar dan identitas: a(bv) = (ab)v
lv=v
Aksioma ini menjamin bahwa operasi dalam ruang vektor berjalan
konsisten seperti aritmetika biasa. Tanpa aturan tersebut, banyak
teorema linear algebra tidak berlaku.

4. Subruang Vektor

Subruang adalah himpunan bagian dari ruang vektor yang juga
merupakan ruang vektor dengan operasi yang sama. Misalnya di R?,
himpunan semua titik pada garis melalui asal:

W = {(x,2x)|x € R}

adalah subruang karena:
e memuat vektor nol (0,0)
o tertutup terhadap penjumlahan
 tertutup terhadap perkalian scalar
Namun himpunan: {(x,y)|x + y = 1} bukan subruang karena tidak
memuat vektor nol. Konsep subruang sangat penting karena menjadi
dasar pembahasan:
e Dbasis
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o dimensi
e ruang solusi sistem linear
e eigenvector

Ruang vektor adalah fondasi utama aljabar linear. Hampir
seluruh teknologi modern memanfaatkannya. Dalam matematika: sistem
persamaan linear, transformasi linear, eigenvalue dan optimasi. Dalam
fisika: gaya dan gerak, mekanika kuantum serta relativitas. Dalam
informatika: machine learning, computer graphics, data science, neural
network dan pencarian informasi.

Vektor adalah objek yang memiliki besar dan arah, sedangkan
ruang vektor adalah himpunan vektor yang memenuhi aksioma
penjumlahan dan perkalian skalar. Struktur ini memungkinkan operasi
aljabar dilakukan secara konsisten dan sistematis. Ruang vektor tidak
hanya mencakup titik di bidang atau ruang, tetapi juga polinom, matriks,
fungsi, dan data multidimensi. Karena itu, konsep ini menjadi dasar
penting dalam matematika modern, teknik, sains, dan komputasi.

B. Matriks dan Operasi Matriks

Matriks berukuran m x n adalah susunan bilangan real yang
terdiri atas mmm baris dan nnn kolom. Matriks merupakan objek utama
dalam aljabar linear karena mampu merepresentasikan data, sistem
persamaan linear, transformasi geometri, jaringan, hingga model
komputasi modern seperti machine learning. Dalam banyak aplikasi,
matriks digunakan untuk mengubah vektor dari satu ruang ke ruang lain
melalui transformasi linear, sehingga memiliki peran penting dalam
matematika terapan, ekonomi, teknik, statistika, dan informatika. Secara
umum, sebuah matriks ditulis sebagai:

A= [ag] mn
dengan a; menyatakan elemen pada baris ke-i dan kolom ke-j. Jika
jumlah baris sama dengan jumlah kolom, maka matriks disebut matriks
persegi dan memiliki sifat khusus seperti determinan, invers, serta nilai
eigen.
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Gambar 8.1 Operasi Matriks dan Kompleksitasnya

Operasi Syarat Dimensi Kompleksitas Waktu
Penjumlahan A, B sama dimensi O(mn)
A+B mXxn
Perkalian .
A xB A:m ¥k Bk xn O(mkn) naif
Transpose AT mXxXn—nxm O(mn)
Determinan _ s
det(A) A:n*xn o?)
Invers A™ A:n xn,det(4)#0 o(n?)

Sumber: Golub, G.H. & Van Loan, C.F. (2013)

Tabel pada bagian Operasi Matriks dan Kompleksitasnya
menjelaskan berbagai operasi dasar dalam aljabar linear beserta syarat
dimensi dan tingkat efisiensi komputasinya. Setiap operasi pada matriks
memiliki aturan struktur yang ketat karena ukuran baris dan kolom
menentukan apakah suatu operasi dapat dilakukan atau tidak. Selain itu,
setiap operasi juga memiliki biaya komputasi yang berbeda tergantung
pada jumlah elemen yang diproses.

1. Penjumlahan Matriks
Penjumlahan dua matriks hanya dapat dilakukan apabila
keduanya memiliki ukuran yang sama. Jika:

A=lay]. B =|[by]
maka: A+ B = [aij + bl-j]
Artinya, setiap elemen dijumlahkan dengan elemen yang posisinya

sama. Misalnya:
5 £2L+[§ 212[160 )

Kompleksitas waktu operasi ini adalah: O(mn) karena seluruh elemen
matriks harus diproses satu kali. Penjumlahan matriks banyak digunakan
dalam akumulasi data, citra digital, dan penyesuaian parameter numerik.
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2. Perkalian Matriks
Perkalian matriks lebih kompleks dibanding penjumlahan. Jika
matriks A berukuran m X k) dan matriks B berukuran k x n), maka hasil

kali AB berukuran m x n). Setiap elemen hasil dihitung dengan:
k

(AB);j = Z Airby;

r=1
Contoh:
[1 2”5 6 :[19 22
3 4117 8 43 50
Perkalian matriks digunakan dalam transformasi koordinat,

neural network, simulasi fisika, dan sistem persamaan linear.
Kompleksitas metode biasa: O(mkn). Untuk matriks persegi (n x n):
O(n®). Namun algoritma modern seperti Strassen menurunkan
kompleksitas menjadi sekitar: O(n*®!) bahkan metode teoritis terbaik
mendekati O(n*?7).

3. Transpose Matriks
Transpose adalah operasi menukar baris menjadi kolom. Jika: A = [al- j]

maka transpose ditulis: AT = a]l] Contoh:

1 2 3717 5]

4 5 6 [ 6
Transpose penting dalam statistika, optimasi, dan machine learning.
Misalnya:
o matriks kovarians menggunakan transpose,

o least squares menggunakan AT A,
o vektor baris dan kolom saling dikonversi dengan transpose.

4. Determinan Matriks
Determinan hanya berlaku untuk matriks persegi. Determinan
memberikan informasi apakah matriks dapat diinvers, orientasi
transformasi, dan perubahan volume. Untuk matriks 2 x 2):
a
a=|
maka: det(4) = ad — bc

Contoh:

det[g i —8-3=5
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Jika: det (A) = 0, maka matriks singular dan tidak memiliki invers. Untuk
matriks besar, perhitungan biasanya memakai eliminasi Gauss atau
dekomposisi LU dengan kompleksitas: O(n®). Determinan banyak
dipakai dalam geometri, kalkulus multivariabel, dan kestabilan sistem.
5. Invers Matriks

Invers matriks adalah pasangan dari pembagian dalam aljabar
matriks. Jika matriks A memiliki invers, maka: A4 = 4'4 =1 dengan /
matriks identitas.
Syarat utama: det (A) # 0
Untuk matriks 2 x 2):

b
A=[Z d
maka:
1 _
A7 = ad — bc [—dc ab]
Contoh:

[2 1‘1:[1 —q
1 1 -1 2
Invers digunakan untuk menyelesaikan sistem: Ax = b
dengan solusi: x = 4'b
Walaupun secara teori sederhana, dalam praktik komputasi lebih
efisien memakai eliminasi Gauss daripada menghitung invers secara
langsung. Kompleksitas: O(n?).
Matriks menjadi fondasi komputasi modern. Contohnya:
e Grafik komputer: rotasi dan translasi objek 3D
e Machine learning: data fitur dan bobot model
o Ekonomi: input-output Leontief
e Jaringan: adjacency matrix graf
o Statistika: regresi linear dan PCA
Sebagian besar algoritma modern memanfaatkan operasi matriks
dalam skala besar, sehingga efisiensi komputasi matriks sangat penting.

C. Sistem Persamaan Linear

Sistem persamaan linear adalah kumpulan dua atau lebih
persamaan yang memuat sejumlah variabel, di mana setiap variabel
berpangkat satu dan tidak saling dikalikan. Tujuan utama sistem ini
adalah mencari nilai variabel yang memenuhi seluruh persamaan secara
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bersamaan. Konsep ini sangat penting dalam aljabar linear karena
digunakan untuk memodelkan berbagai persoalan nyata seperti
keseimbangan ekonomi, distribusi barang, analisis rangkaian listrik,
optimasi produksi, statistika, hingga machine learning. Dalam
praktiknya, banyak masalah kompleks dapat diterjemahkan menjadi
sistem persamaan linear sehingga penyelesaiannya dapat dilakukan
secara sistematis.

Secara umum, sistem yang terdiri atas m persamaan dan n
variabel dapat ditulis dalam bentuk matriks: Ax = » di mana 4 adalah
matriks koefisien berukuran m x n, x adalah vektor variabel yang ingin
dicari, dan b adalah vektor konstanta. Bentuk matriks ini sangat efisien
karena seluruh sistem dapat dituliskan secara ringkas dan dianalisis
menggunakan operasi matriks. Sebagai contoh, sistem:

2x+y =15
{ x—y=1
dapat ditulis sebagai:
X
i IBI=[]
Representasi ini mempermudah penggunaan metode eliminasi Gauss,
invers matriks, atau dekomposisi numerik. Dalam bentuk Ax = b, setiap
bagian memiliki arti penting:
e Matriks koefisien (A) berisi koefisien variabel dari setiap
persamaan.
e Vektor variabel (x) berisi variabel yang belum diketahui nilainya.
e Vektor konstanta (b) berisi nilai di ruas kanan persamaan.
Jika:
{a11x1 + aipx; = by
az1X1 + A% = by

Sistem persamaan linear memiliki interpretasi geometris yang sangat
penting:

e Di dua dimensi, setiap persamaan merepresentasikan garis lurus.

o Di tiga dimensi, setiap persamaan merepresentasikan bidang datar.
e Pada dimensi lebih tinggi, persamaan merepresentasikan

hiperbidan.

Solusi sistem adalah titik potong seluruh objek geometri tersebut. Untuk
dua persamaan dua variabel:

o Jika dua garis berpotongan di satu titik — solusi unik.
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o Jika sejajar — tidak ada solusi.
o Jika berhimpit — tak hingga banyak solusi.
Ini menunjukkan hubungan erat antara aljabar dan geometri.
Rank Matriks

Konsep paling penting dalam menentukan solusi sistem adalah
rank. Rank matriks adalah jumlah maksimum baris atau kolom yang
saling bebas linear. Ditulis: rank (4). Rank menunjukkan banyaknya
informasi independen dalam sistem. Jika ada persamaan yang
merupakan kelipatan persamaan lain, maka rank berkurang. Contoh:

x+y=2
{Zx +2y =4

Persamaan kedua hanya dua kali persamaan pertama, sehingga
sebenarnya hanya ada satu informasi independen. Maka rank = 1.

Matriks Augmented
Untuk menganalisis solusi, digunakan matriks gabungan: [A|b]
yang diperoleh dengan menambahkan kolom konstanta ke matriks
koefisien. Contoh:
1 1 | 2 ]
2 214
Matriks ini dipakai dalam eliminasi Gauss dan menjadi dasar Teorema
Rouché-Capelli.

Teorema Rouché-Capelli
Teorema ini menentukan kapan sistem memiliki solusi.
Sistem Ax = b konsisten (memiliki solusi) jika dan hanya jika:
rank (A) = rank ([A[b])
Artinya, penambahan kolom konstanta tidak menambah kontradiksi
baru. Jika sistem konsisten:
e Solusi unik jika: rank (4) =n
Contoh:
x+y=3
{x —-y=1
Dari eliminasi diperoleh: x =2, y=1
Di sini: rank (4) =2 =n
Maka sistem memiliki tepat satu solusi.
Geometrisnya: dua garis berpotongan satu titik.
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o Tak hingga banyak solusi jika: rank (4) < n dengan n = jumlah
variabel.

Contoh:
x+y=2
{Zx +2y=4
Rank matriks: rank (4) = 1
Jumlah variabel n = 2, sehingga: rank (4) <n
Maka terdapat tak hingga solusi: x =2 — y dengan y bebas
Geometrisnya: dua garis berhimpit.
e Kasus Tidak Ada Solusi
Contoh:
x+y=2
{x +y=5
Koefisien sama, tetapi konstanta berbeda. Maka:
rank (A)=1, rank ([Ab])=2
Karena tidak sama, sistem inkonsisten dan tidak memiliki solusi.
Geometrisnya: dua garis sejajar.
Sistem persamaan linear digunakan luas dalam:
e Ekonomi: keseimbangan pasar
o Teknik: rangkaian listrik Kirchhoff
o Statistika: regresi linear
o Komputer: grafik 3D dan machine learning
o Transportasi: aliran jaringan
e Agribisnis: optimasi kombinasi input produksi
Sistem persamaan linear merupakan fondasi utama aljabar linear
dan komputasi modern. Bentuk matriks Ax = » memungkinkan persoalan
kompleks dinyatakan secara terstruktur. Teorema Rouché-Capelli
memberi kriteria pasti tentang keberadaan solusi melalui perbandingan
rank matriks koefisien dan rank matriks augmented. Jika rank sama,
sistem memiliki solusi; jika berbeda, sistem tidak konsisten. Dengan
memahami konsep ini, berbagai masalah nyata dapat diselesaikan secara
efisien dan matematis.
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D. Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Nilai eigen dan vektor eigen merupakan konsep penting dalam
aljabar linear yang banyak digunakan untuk memahami sifat suatu
matriks dan transformasi linier. Jika matriks 4 bekerja pada sebuah
vektor x, biasanya hasil transformasi akan mengubah arah maupun
panjang vektor tersebut. Namun, terdapat vektor-vektor khusus yang
ketika dikalikan dengan matriks A, arahnya tetap sama dan hanya
mengalami perubahan skala. Vektor khusus inilah yang disebut vektor
eigen, sedangkan faktor pengalinya disebut nilai eigen. Secara
matematis, jika terdapat vektor tak nol x sehingga berlaku persamaan

Ax =Ax
maka A disebut nilai eigen dari matriks A dan x adalah vektor eigennya.
Syarat vektor tidak boleh nol penting karena vektor nol selalu memenuhi
persamaan tersebut untuk sembarang A sehingga tidak memberikan
informasi bermakna.

Untuk menentukan nilai eigen suatu matriks, persamaan Ax = Ax
diubah menjadi bentuk (A — AI) x = 0, dengan I adalah matriks identitas
berordo sama dengan A. Agar sistem persamaan homogen ini memiliki
solusi tak nol, maka determinan matriks koefisien harus sama dengan
nol. Oleh karena itu, nilai eigen diperoleh dari persamaan karakteristik
det(A — AI) = 0. Hasil dari determinan tersebut biasanya berupa polinom
dalam A yang disebut polinom karakteristik. Akar-akar polinom inilah
yang menjadi nilai eigen matriks. Setelah nilai eigen diperoleh, vektor
eigen dicari dengan mensubstitusikan masing-masing nilai eigen ke
dalam persamaan (A — Al)x = 0, lalu menyelesaikan sistem persamaan
linier yang dihasilkan.

Secara geometris, nilai eigen dan vektor eigen menggambarkan
bagaimana suatu transformasi matriks bekerja terhadap ruang. Pada
transformasi umum, sebuah vektor dapat berputar, bergeser arah,
diperbesar, atau diperkecil. Namun, vektor eigen menunjukkan arah
yang tetap terhadap transformasi tersebut. Jika nilai eigen bernilai
positif, arah vektor tetap sama. Jika nilai eigen bernilai negatif, arah
vektor berbalik. Jika nilai eigen lebih besar dari satu, panjang vektor
diperbesar. Jika nilai eigen berada di antara nol dan satu, panjang vektor
diperkecil. Jika nilai eigen sama dengan nol, maka vektor dipetakan
menjadi vektor nol. Interpretasi ini membuat nilai eigen sangat berguna
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dalam memahami perilaku transformasi secara menyeluruh. Sebagai
contoh, misalkan diberikan matriks:

2 1
A:(1 2)
Maka:
2—2A 1
A-a=| ) 2_7\]
Determinan:
2-20)%2-1=0
A2—41+3=0

A-1DHA-3)=0
Jadi nilai eigennya: Al =1, A2=3
Setelah itu masing-masing nilai digunakan untuk mencari vektor eigen
melalui: (A—AI) x =0

Nilai eigen memiliki hubungan erat dengan banyak sifat matriks.
Jumlah seluruh nilai eigen suatu matriks sama dengan frace matriks,
yaitu jumlah elemen diagonal utamanya. Hasil kali seluruh nilai eigen
sama dengan determinan matriks. Jika suatu matriks memiliki n nilai
eigen yang saling bebas dan cukup banyak vektor eigen bebas linier,
maka matriks tersebut dapat didiagonalisasi. Diagonalisasi sangat
penting karena mempermudah perhitungan pangkat matriks besar, invers
matriks, serta penyelesaian sistem diferensial linier.

Dalam ilmu komputer dan informatika, nilai eigen digunakan
secara luas. Salah satu contoh paling terkenal adalah algoritma PageRank
yang digunakan mesin pencari untuk menentukan pentingnya halaman
web. Struktur tautan antarhalaman dimodelkan sebagai matriks, lalu
vektor eigen dominan menunjukkan distribusi ranking halaman.
Semakin besar komponen suatu halaman dalam vektor tersebut, semakin
tinggi tingkat kepentingannya.

Pada bidang data science dan machine learning, nilai eigen
digunakan dalam Principal Component Analysis (PCA). PCA bertujuan
mereduksi dimensi data dengan tetap mempertahankan informasi utama.
Caranya adalah menghitung matriks kovarians data, lalu mencari nilai
dan vektor eigennya. Vektor eigen menunjukkan arah variasi terbesar
data, sedangkan nilai eigen menunjukkan seberapa besar variasi pada
arah tersebut. Komponen dengan nilai eigen terbesar dipilih sebagai
sumbu baru data sehingga dimensi dapat dikurangi tanpa kehilangan
banyak informasi.
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Dalam rantai Markov, nilai eigen digunakan untuk menganalisis
sistem probabilistik yang berubah dari satu keadaan ke keadaan lain.
Matriks transisi Markov memiliki nilai eigen terbesar sama dengan 1.
Vektor eigen yang berkaitan dengan nilai tersebut menggambarkan
distribusi keadaan tunak atau kondisi jangka panjang sistem. Konsep ini
digunakan dalam pemodelan cuaca, prediksi perilaku pengguna, antrian
layanan, dan proses stokastik lainnya. Dalam bidang teknik komputasi,
terutama Finite Element Method (FEM), nilai eigen digunakan untuk
menganalisis getaran struktur seperti jembatan, gedung, atau mesin.
Nilai eigen menunjukkan frekuensi alami sistem, sedangkan vektor eigen
menunjukkan bentuk mode getaran. Dengan mengetahui frekuensi
alami, perancang dapat mencegah resonansi yang berpotensi merusak
struktur.

Selain itu, nilai eigen juga dipakai dalam graf dan jaringan.
Matriks ketetanggaan graf memiliki nilai eigen yang memberikan
informasi tentang konektivitas jaringan, komunitas node, hingga
kestabilan sistem. Dalam pengolahan citra, nilai eigen membantu
kompresi gambar, pengenalan wajah, dan segmentasi objek. Dalam
ekonomi, nilai eigen dipakai untuk menganalisis model input-output dan
kestabilan sistem dinamis. Nilai eigen dan vektor eigen adalah alat
fundamental untuk menganalisis matriks karena mampu mengungkap
arah khusus serta skala perubahan yang dihasilkan suatu transformasi.
Walaupun konsep dasarnya sederhana, penerapannya sangat luas, mulai
dari matematika murni hingga kecerdasan buatan, ilmu data, pencarian
web, simulasi teknik, dan analisis jaringan modern.

E. Transformasi Linear

Transformasi linear merupakan konsep dasar dalam aljabar linear
yang menjelaskan bagaimana suatu objek matematika dipetakan dari
satu ruang vektor ke ruang vektor lain tanpa merusak struktur dasarnya.
Jika V dan W adalah ruang vektor, maka fungsi 7: V - W disebut
transformasi linear apabila memenuhi dua sifat utama, yaitu sifat
penjumlahan dan sifat perkalian skalar. Untuk setiap vektor u, v € V' dan
setiap skalar c, harus berlaku:

Tlu+v)=Tw)+T)
dan
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T(cu) = cT(w)

Sifat pertama menunjukkan bahwa transformasi linear
mempertahankan hasil penjumlahan vektor. Artinya, jika dua vektor
dijumlahkan terlebih dahulu lalu ditransformasikan, hasilnya akan sama
dengan mentransformasikan masing-masing vektor terlebih dahulu
kemudian menjumlahkan hasilnya. Sifat kedua menunjukkan bahwa
transformasi linear juga mempertahankan perkalian dengan skalar. Jika
suatu vektor diperbesar, diperkecil, atau dibalik arahnya dengan suatu
skalar, maka transformasinya akan berubah secara proporsional sesuai
skalar tersebut. Karena kedua sifat ini, transformasi linear dianggap
sebagai pemetaan yang menjaga struktur aljabar ruang vektor.
Transformasi linear tidak mengubah hubungan dasar antarvektor, tetapi
hanya mengubah posisi, arah, panjang, atau kombinasi komponen secara
teratur. Dengan kata lain, transformasi linear tidak menghasilkan distorsi
acak, melainkan perubahan yang konsisten menurut aturan matematika
tertentu.

Dalam ruang berdimensi hingga, setiap transformasi linear dapat
direpresentasikan dalam bentuk matriks. Jika ruang asal berdimensi n
dan ruang tujuan berdimensi m, maka transformasi linear dapat ditulis
sebagai matriks berukuran m x n. Jika vektor x dinyatakan sebagai vektor
kolom, maka hasil transformasi dapat ditulis:

T(x) = Ax

dengan 4 adalah matriks representasi transformasi tersebut. Bentuk ini
sangat penting karena membuat proses transformasi dapat dihitung
menggunakan operasi perkalian matriks yang sistematis dan efisien.
Sebagai contoh, misalkan transformasi T: R> — R? didefinisikan oleh:

T(x,y) = (2x, 3y)

Transformasi ini mengalikan komponen pertama dengan 2 dan
komponen kedua dengan 3. Jika vektor (1,2) ditransformasikan, maka
hasilnya: 7(1,2) = (2,6)
Representasi matriksnya adalah:
2 0
4=(o 3)
sehingga:
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r@n =G 5)0)

Secara geometris, transformasi linear dapat berupa berbagai
perubahan bentuk ruang. Contohnya adalah rotasi (memutar objek
terhadap titik asal), refleksi (pencerminan), dilatasi (pembesaran atau
pengecilan), shear (geseran), dan proyeksi (memetakan ke subruang
tertentu). Semua transformasi ini tetap linear selama memenuhi dua sifat
utama tadi dan tidak melibatkan translasi bebas. Translasi biasa, seperti
memindahkan titik sejauh jarak tertentu, bukan transformasi linear
karena tidak mempertahankan titik nol.

Transformasi linear memiliki beberapa konsep penting, yaitu
kernel dan range. Kernel atau nul ruang adalah himpunan semua vektor
di ruang asal yang dipetakan menjadi vektor nol:

ker(T) = {x € V|T(x) = 0}

Kernel menunjukkan informasi tentang vektor yang “hilang” akibat
transformasi. Jika kernel hanya berisi vektor nol, maka transformasi
bersifat satu-ke-satu (injective). Sedangkan range atau image adalah
himpunan semua hasil transformasi di ruang tujuan:

Im(T) ={T(x)|x € V}

Range menunjukkan seberapa besar bagian ruang tujuan yang dapat
dicapai oleh transformasi. Dalam matematika, kernel dan range
dihubungkan oleh Teorema Rank-Nullity:

dim(V) = rank(T) + nullity(T)

Artinya, dimensi ruang asal sama dengan jumlah dimensi range dan
dimensi kernel. Teorema ini sangat penting dalam analisis sistem
persamaan linear.

Dalam informatika dan ilmu komputer, transformasi linear
digunakan secara luas. Pada grafika komputer, transformasi linear
digunakan untuk memutar, memperbesar, memperkecil, dan
memproyeksikan objek 2D maupun 3D. Pada machine learning, data
sering direpresentasikan sebagai vektor dan diproses melalui
transformasi matriks, misalnya pada regresi linear, PCA, dan neural
network. Pada pengolahan citra, gambar dapat dimanipulasi melalui
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transformasi linear untuk rotasi, scaling, filtering, dan kompresi. Dalam
kriptografi, transformasi linear digunakan dalam beberapa algoritma
enkripsi berbasis matriks. Dalam signal processing, transformasi seperti
Fourier Transform dan wavelet juga dibangun dari prinsip linearitas.

Transformasi linear juga sangat penting dalam penyelesaian
sistem diferensial, simulasi fisika, ekonomi, dan jaringan komputer.
Banyak model dinamis dapat ditulis dalam bentuk: x;,; = Ax; yang
menunjukkan keadaan sistem pada waktu berikutnya diperoleh melalui
transformasi linear terhadap keadaan saat ini. Transformasi linear adalah
konsep fundamental yang menghubungkan ruang vektor, matriks,
geometri, dan aplikasi komputasi. Karena mampu mempertahankan
struktur dasar operasi vektor serta direpresentasikan secara efisien
dengan matriks, transformasi linear menjadi alat utama dalam berbagai
bidang matematika terapan, teknik, dan informatika modern.
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BAB IX
PROBABILITAS DAN STATISTIKA
DISKRET

Teori probabilitas adalah fondasi dari analisis algoritma
randomized, machine learning, jaringan komputer, keamanan siber, dan
kecerdasan buatan. Pemahaman probabilitas memungkinkan kita
menganalisis perilaku algoritma dalam kasus rata-rata, merancang
protokol kriptografi, dan membangun model prediktif. Probabilitas
menjadi dasar penting dalam memahami berbagai proses yang
melibatkan ketidakpastian dalam informatika. Banyak sistem dan
algoritma tidak selalu berjalan secara deterministik, sehingga analisis
berbasis peluang diperlukan untuk mempelajari perilakunya. Dalam
algoritma randomized, probabilitas digunakan untuk mengevaluasi
kinerja pada kondisi rata-rata. Pada machine learning dan kecerdasan
buatan, konsep ini membantu membangun model yang mampu
memprediksi berdasarkan data yang tidak pasti. Jaringan komputer dan
keamanan siber juga memanfaatkan probabilitas untuk merancang
sistem yang andal serta tahan terhadap gangguan. Gagasan ini
menunjukkan bahwa probabilitas bukan hanya alat perhitungan, tetapi
juga kerangka berpikir untuk memahami, merancang, dan mengevaluasi
sistem yang kompleks dan dinamis.

A. Ruang Sampel dan Peluang

Ruang sampel dan peluang merupakan konsep dasar dalam teori
probabilitas yang digunakan untuk menganalisis ketidakpastian suatu
peristiwa. Dalam kehidupan sehari-hari, banyak kejadian yang hasil
akhirnya belum dapat diketahui secara pasti sebelum percobaan
dilakukan, seperti melempar koin, melempar dadu, memilih kartu, atau
memprediksi cuaca. Untuk mempelajari situasi semacam ini secara
matematis, digunakan konsep ruang sampel sebagai himpunan seluruh
hasil yang mungkin terjadi, serta peluang sebagai ukuran kemungkinan
terjadinya suatu kejadian.
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Ruang sampel, dilambangkan dengan S, adalah himpunan semua
kemungkinan hasil dari suatu eksperimen acak. Eksperimen acak adalah
proses yang dapat diulang dalam kondisi sama, tetapi hasil akhirnya
tidak dapat dipastikan sebelumnya. Setiap anggota ruang sampel disebut
titik sampel. Sementara itu, setiap himpunan bagian dari ruang sampel
disebut kejadian atau event, biasanya dilambangkan dengan E. Sebagai
contoh, jika sebuah koin dilempar satu kali, maka kemungkinan hasilnya
adalah angka atau gambar. Ruang sampelnya dapat ditulis: S = {angka,
gambar}

Jika sebuah dadu enam sisi dilempar satu kali, maka ruang
sampelnya adalah: S = {1,2,3,4,5,6}. Jika kejadian yang diamati adalah
muncul bilangan genap, maka kejadian tersebut adalah: E = {2,4,6}.
Karena kejadian merupakan himpunan bagian dari ruang sampel, maka
setiap kejadian selalu terdiri atas satu atau lebih hasil yang mungkin dari
eksperimen tersebut. Dalam teori peluang modern, peluang didefinisikan
secara formal menggunakan aksioma yang dikemukakan oleh
matematikawan Rusia, Andrey Kolmogorov. Pendekatan ini menjadikan
probabilitas sebagai cabang matematika yang ketat dan sistematis.

Fungsi probabilitas adalah pemetaan: P:F — [0,1] di mana F
adalah kumpulan kejadian yang dapat diukur, dan P(E) menyatakan
peluang terjadinya kejadian E. Fungsi probabilitas harus memenuhi tiga
aksioma dasar. Aksioma pertama adalah non-negativitas, yaitu:

P(E)=0
untuk setiap kejadian (E). Ini berarti peluang tidak pernah bernilai
negatif. Tidak mungkin suatu kejadian memiliki peluang kurang dari nol.
Aksioma kedua adalah normalisasi, yaitu:

PS) =1
Artinya, peluang bahwa salah satu hasil dalam ruang sampel akan terjadi
adalah pasti. Karena ruang sampel mencakup seluruh kemungkinan
hasil, maka peluang totalnya selalu satu. Aksioma ketiga adalah
additivitas untuk kejadian saling lepas. Jika kejadian E1, Ez, E3,... saling
lepas, artinya tidak memiliki anggota yang sama, maka:

P (U E;) = z P(E))

Maknanya, peluang terjadinya salah satu dari beberapa kejadian yang
tidak dapat terjadi bersamaan sama dengan jumlah peluang masing-
masing kejadian tersebut. Sebagai contoh, pada pelemparan dadu,
misalkan kejadian: £y = {1}, E>= {2}, E3= {3}
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Ketiga kejadian ini saling lepas karena hasil 1, 2, dan 3 tidak mungkin
muncul bersamaan dalam satu lemparan. Maka:

P(E{UE, UE3) = P(E,) + P(E,) + P(E3)

Jika dadu seimbang, masing-masing peluang bernilai (1/6), sehingga:

P({123})—1+1+1—1
66 60 2
Selain aksioma dasar tersebut, banyak aturan peluang dapat diturunkan.
Misalnya peluang kejadian komplemen:

P(E€) =1 - P(E)

dengan £ adalah kejadian bahwa E tidak terjadi. Jika peluang hujan hari
ini adalah 0,7 maka peluang tidak hujan adalah: 1 - 0,7 = 0,3. Untuk dua
kejadian yang tidak saling lepas, digunakan aturan:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB)

Pengurangan irisan dilakukan agar hasil yang sama tidak dihitung dua
kali.

Konsep ruang sampel dan peluang sangat penting dalam berbagai
bidang. Dalam statistika, konsep ini digunakan untuk inferensi data dan
pengujian hipotesis. Dalam ekonomi, digunakan untuk analisis risiko
investasi dan ketidakpastian pasar. Dalam informatika, peluang dipakai
dalam machine learning, algoritma acak, kecerdasan buatan, dan
keamanan siber. Dalam teknik, peluang membantu analisis keandalan
sistem dan prediksi kegagalan komponen.

Pada kehidupan sehari-hari, probabilitas digunakan saat
memperkirakan cuaca, peluang menang permainan, risiko kecelakaan,
kemungkinan penyakit, hingga peluang keberhasilan bisnis. Dengan
memahami ruang sampel, kita mengetahui seluruh kemungkinan hasil.
Dengan memahami peluang, kita dapat mengukur seberapa mungkin
suatu hasil terjadi. Ruang sampel adalah fondasi untuk mendeskripsikan
semua hasil yang mungkin dari eksperimen acak, sedangkan fungsi
probabilitas memberikan ukuran numerik atas kemungkinan terjadinya
setiap kejadian. Kedua konsep ini menjadi dasar utama seluruh teori
probabilitas dan aplikasi statistika modern.
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B. Peluang Kondisional dan Teorema Bayes

Peluang kondisional dan Teorema Bayes merupakan konsep
penting dalam teori probabilitas yang digunakan ketika peluang suatu
kejadian dipengaruhi oleh informasi lain yang telah diketahui. Dalam
banyak situasi nyata, kemungkinan terjadinya suatu peristiwa tidak
berdiri sendiri, tetapi berubah setelah kita mengetahui kondisi tertentu.
Misalnya peluang seseorang sakit dapat berubah jika diketahui hasil tes
medisnya positif, atau peluang hujan berubah jika langit terlihat
mendung. Karena itu, probabilitas bersyarat menjadi alat utama untuk
menganalisis ketidakpastian yang bergantung pada informasi tambahan.

Definisi Probabilitas Kondisional. Jika A dan B adalah dua kejadian
dengan P(B) > 0, maka probabilitas kejadian A dengan syarat B terjadi
didefinisikan sebagai:

P(ANB)

PUIB) =5

Notasi P(A|B) dibaca “peluang A jika diketahui B terjadi”. Nilai ini
menunjukkan proporsi kejadian B yang juga memenuhi A. Dengan kata
lain, ketika diketahui bahwa B sudah terjadi, ruang sampel baru menjadi
bagian B, lalu kita mengukur seberapa besar bagian tersebut yang juga
termasuk A. Sebagai contoh, misalkan dari satu set kartu remi dipilih
satu kartu secara acak. Peluang terambil kartu raja adalah:

4

Namun jika diketahui kartu yang diambil adalah kartu hati, maka ruang
sampel menyempit menjadi 13 kartu hati. Karena hanya ada satu raja
hati, maka:

1
PAIB) = 3

Contoh ini menunjukkan bahwa informasi tambahan dapat mengubah
nilai probabilitas. Dari definisi tersebut diperoleh hubungan penting:
P(AnB) =P(A|B)-P(B)
dan juga:
P(AnB) = P(B|A) - P(4)
Kedua persamaan ini sangat berguna dalam perhitungan peluang
gabungan dua kejadian.
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Jika dua kejadian tidak saling memengaruhi, maka keduanya disebut
independen. Secara matematis:
P(A|B) = P(4)
atau setara dengan:
P(AnB)=P(A)-P(B)
Artinya, mengetahui bahwa B terjadi tidak mengubah peluang A.

Teorema Bayes

Teorema Bayes adalah aturan untuk membalik probabilitas
kondisional, yaitu mencari peluang penyebab setelah hasil diamati.
Dalam banyak kasus, kita lebih mudah mengetahui peluang hasil jika
penyebab diketahui, tetapi yang dibutuhkan justru peluang penyebab
setelah melihat hasil. Teorema Bayes memberikan cara sistematis untuk
menghitungnya.

Teorema Bayes. Jika (Bi1, B»,..., Bn) adalah partisi ruang sampel S,
artinya saling lepas dan gabungannya membentuk seluruh ruang sampel,
maka untuk setiap kejadian A dengan P(A) > 0:

P(A|By) - P(By)

P(Bil|4) = YiP(A|B)) - P(B))

Rumus ini terdiri dari beberapa komponen penting:
o P(Bx) = probabilitas awal (prior probability), yaitu keyakinan
sebelum melihat data baru.
e P(A|Bx) = kemungkinan munculnya data A jika kondisi Bx) benar
(likelihood).
e P(Bk|A) = probabilitas setelah data diamati (posterior probability).
e Penyebut adalah peluang total terjadinya A.
Secara sederhana, Teorema Bayes digunakan untuk memperbarui
keyakinan lama berdasarkan bukti baru.
Penyebut dalam Teorema Bayes berasal dari Hukum Probabilitas
Total:

P(A) = ) PCAIB) - P(B)

Aturan ini menghitung peluang suatu kejadian dengan menjumlahkan
seluruh jalur kemungkinan yang menyebabkan kejadian tersebut.
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Teorema Bayes sangat luas digunakan dalam machine learning,
terutama pada algoritma Naive Bayes Classifier. Algoritma ini
mengklasifikasikan data ke dalam kategori tertentu berdasarkan
probabilitas. Misalnya menentukan apakah email termasuk spam atau
bukan berdasarkan kata-kata yang muncul di dalam pesan. Pada
klasifikasi spam, sistem menghitung: P (Spam | Kata). Jika probabilitas
spam lebih tinggi daripada non-spam, maka email ditandai sebagai spam.
Walaupun sederhana, metode ini cepat, efisien, dan cukup akurat untuk
teks dan data kategorikal.

Dalam diagnosa medis berbasis Al, Teorema Bayes membantu
menentukan  kemungkinan penyakit berdasarkan gejala, hasil
laboratorium, riwayat pasien, dan faktor risiko. Sistem dapat terus
memperbarui probabilitas diagnosis ketika data baru masuk. Contohnya:

e Gejala demam meningkatkan peluang infeksi tertentu

e Hasil rontgen menambah informasi baru

o Riwayat keluarga mengubah prior probability
Pendekatan ini membuat keputusan medis lebih adaptif dan berbasis
data.

Dalam signal processing, Teorema Bayes digunakan untuk
memisahkan sinyal utama dari noise atau gangguan. Contohnya pada
radar, GPS, pengenalan suara, dan sensor kendaraan otonom. Salah satu
penerapan penting adalah Kalman Filter dan metode estimasi Bayesian
lainnya.

Teorema Bayes adalah fondasi dari statistika Bayesian, yaitu
pendekatan statistik yang melihat probabilitas sebagai tingkat keyakinan
yang dapat diperbarui. Berbeda dari pendekatan klasik yang hanya
mengandalkan data sampel, metode Bayesian menggabungkan:

1. Informasi awal (prior)

2. Data observasi

3. Pembaruan keyakinan (posterior)

Karena mampu menangani ketidakpastian secara fleksibel, pendekatan
ini semakin dominan dalam kecerdasan buatan, prediksi ekonomi,
robotika, pengolahan citra, bioinformatika dan pengambilan keputusan
otomatis.

Peluang kondisional digunakan untuk menghitung kemungkinan
suatu kejadian ketika kondisi tertentu telah diketahui. Teorema Bayes
memperluas konsep ini dengan memberikan cara memperbarui
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probabilitas berdasarkan informasi baru. Konsep ini sangat penting
dalam dunia modern karena banyak sistem cerdas harus mengambil
keputusan dari data yang tidak pasti. Dari filter spam hingga diagnosa
medis dan machine learning, Teorema Bayes menjadi salah satu alat
paling berpengaruh dalam probabilitas terapan dan komputasi modern.

C. Variabel Acak Diskret

Variabel acak diskret merupakan konsep penting dalam teori
probabilitas yang digunakan untuk mengubah hasil suatu eksperimen
acak menjadi nilai numerik. Dalam banyak kasus, hasil eksperimen tidak
selalu berupa angka secara langsung. Misalnya pada pelemparan koin,
hasilnya adalah gambar atau angka, sedangkan pada survei hasilnya
dapat berupa ya atau tidak. Agar hasil-hasil tersebut dapat dianalisis
secara matematis, digunakan variabel acak yang memetakan setiap hasil
pada ruang sampel ke bilangan real. Dengan cara ini, data acak dapat
dihitung peluangnya, nilai harapannya, variansnya, dan berbagai ukuran
statistik lainnya.

Definisi Variabel Acak Diskret. Variabel acak X pada ruang sampel S
adalah fungsi: X:S — R. Artinya, setiap hasil dalam ruang sampel S
dipasangkan dengan suatu bilangan real. Variabel acak X disebut diskret
jika himpunan nilai yang mungkin dihasilkan, atau range dari X,
merupakan himpunan terhitung (countable). Himpunan terhitung dapat
berupa himpunan berhingga atau tak hingga tetapi masih dapat
didaftarkan satu per satu, seperti {0,1,2,3,...}.

Distribusi probabilitas dari variabel acak diskret dinyatakan
dengan fungsi: p(x) = P(X = x). Fungsi ini disebut fungsi massa
probabilitas (probability mass function atau PMF). Nilai p(x)
menunjukkan peluang bahwa variabel acak X bernilai tepat sama dengan
x. Agar menjadi distribusi probabilitas yang sah, fungsi p(x) harus
memenuhi dua syarat utama: p(x) = 0 untuk setiap nilai x, dan
2.p(x) =1 dengan penjumlahan dilakukan untuk seluruh nilai yang
mungkin dari X. Artinya, peluang setiap nilai tidak boleh negatif, dan
jumlah seluruh peluang harus sama dengan satu.
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Sebagai contoh, misalkan dilakukan pelemparan satu dadu
seimbang. Ruang sampelnya adalah: S = {1,2,3,4,5,6}. Definisikan
variabel acak X sebagai angka yang muncul pada dadu. Maka:

X(1)=1,X12)=2X3)=3X4)=4X(5 =5X(6)=6

Karena setiap sisi dadu memiliki peluang sama, distribusi
probabilitasnya adalah:

1
p(x) = 8’ x = 1I2I3I4I5I6

dan nol untuk nilai lain. Variabel ini disebut diskret karena hanya
memiliki enam kemungkinan nilai. Contoh lain, misalkan sebuah koin
dilempar tiga kali. Definisikan X sebagai banyaknya sisi gambar yang
muncul. Maka nilai yang mungkin adalah: X = {0,1,2,3}. Distribusi
probabilitasnya:

1
P(X=0)=¢
P(X=1)=%

3
PX=2)=¢

1
P(X=3)=§

Distribusi ini berasal dari banyaknya cara memperoleh jumlah gambar
tertentu dalam tiga kali pelemparan.

Variabel acak diskret sangat berguna karena memungkinkan kita
menghitung ukuran penting seperti nilai harapan atau rata-rata teoritis.
Nilai harapan didefinisikan sebagai: E(X) = Y x p(x). Untuk
pelemparan dadu:

r=1(3)+2(0) 5} ()5 () +o(0) 5

Nilai ini bukan berarti hasil dadu selalu 3,5, melainkan rata-rata
jangka panjang jika percobaan diulang berkali-kali. Ukuran penting
lainnya adalah varians, yang menunjukkan tingkat penyebaran data
terhadap nilai harapan:

Var(X) = E[(X — n)?]
dengan pu = E(X). Semakin besar varians, semakin besar ketidakpastian
hasil variabel acak.
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Dalam informatika dan ilmu komputer, variabel acak diskret
memiliki banyak penerapan. Pada algoritma acak, digunakan untuk
menganalisis waktu eksekusi atau peluang keberhasilan algoritma.
Dalam machine learning, digunakan pada model klasifikasi probabilistik
seperti Naive Bayes. Pada jaringan komputer, dipakai untuk
memodelkan jumlah paket data yang datang ke server. Dalam keamanan
siber, digunakan untuk analisis percobaan login gagal atau deteksi
anomali. Dalam simulasi, variabel acak diskret membantu memodelkan
antrean, transaksi, dan perilaku pengguna. Dalam kehidupan sehari-hari,
variabel acak diskret digunakan untuk memodelkan jumlah pelanggan
datang ke toko, jumlah kendaraan lewat per menit, jumlah cacat produk
dalam produksi, atau jumlah jawaban benar dalam ujian pilihan ganda.
Variabel acak diskret adalah fungsi yang memetakan hasil eksperimen
acak ke nilai numerik yang dapat dihitung peluangnya. Karena nilai-
nilainya terhitung dan distribusinya mudah dianalisis, konsep ini menjadi
dasar penting dalam probabilitas, statistika, ilmu data, dan berbagai
aplikasi komputasi modern.

D. Distribusi Probabilitas Umum

Distribusi probabilitas merupakan aturan matematis yang
menjelaskan bagaimana peluang tersebar pada nilai-nilai yang mungkin
dari suatu variabel acak. Dalam kasus variabel acak diskret, distribusi
probabilitas dinyatakan melalui fungsi massa probabilitas atau
Probability Mass Function (PMF), yaitu fungsi yang memberikan
peluang untuk setiap nilai yang mungkin. Distribusi probabilitas sangat
penting karena banyak fenomena nyata, terutama dalam informatika dan
komputasi, bersifat acak dan perlu dimodelkan secara kuantitatif.
Dengan memilih distribusi yang tepat, perilaku sistem dapat diprediksi,
dianalisis, dan dioptimalkan.

Berikut beberapa distribusi probabilitas diskret yang paling
umum digunakan dalam informatika, jaringan komputer, machine
learning, simulasi, dan analisis algoritma.
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Tabel 9.1 Distribusi Probabilitas Diskret Penting dalam Informatika

Nilai
Distribusi PMF p(k) Harapan | Contoh Aplikasi
E1X]
Bernoulli (p) p*(1—p)l* p Uji bit, flip coin
Binomial M kod o \n—k Paket jaringan,
(n,p) (k) pr(1-p) P error correction
Geometrik k-1 Waktu tunggu
(») (1-p)""p lp sukses pertama
K
Poisson (1 e * | requost seper
Uniform 1/nuntuk x € {1,..., Hashing, random
Diskret n} (n+1)/2) sampling

Sumber: Mitzenmacher & Upfal, Probability and Computing (2017)

1. Distribusi Bernoulli
Distribusi Bernoulli adalah distribusi paling sederhana karena
hanya memiliki dua kemungkinan hasil, biasanya disebut sukses (1) dan
gagal (0). Jika peluang sukses adalah p, maka peluang gagal adalah 1 -
p-
P(X =k)=p*(1 —p)™*, ke{0,1}

Nilai harapan: E [X] =p

Distribusi ini sangat sering digunakan dalam sistem digital karena
banyak kejadian bersifat biner, misalnya:

e bit bernilai 0 atau 1

e login berhasil atau gagal

e sensor aktif atau tidak aktif

e email spam atau bukan spam

Jika peluang sebuah bit rusak saat transmisi adalah 0,02, maka kejadian
rusaknya satu bit dapat dimodelkan dengan Bernoulli.

2. Distribusi Binomial

Distribusi Binomial merupakan perluasan Bernoulli untuk n
percobaan independen dengan peluang sukses sama pada setiap
percobaan. Variabel acaknya menyatakan banyaknya sukses dari (n)
percobaan.

n -
P(X =k) = (})p @ —p)n
dengan k=0,1,2,..., n)
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Nilai harapan: E[X] = np
Distribusi ini cocok digunakan ketika menghitung jumlah

kejadian sukses dalam sekumpulan percobaan, misalnya:

e jumlah paket data rusak dari 100 paket

e jumlah pengguna yang klik iklan dari 1.000 tampilan

e jumlah jawaban benar dari 20 soal pilihan ganda

e jumlah bit error dalam blok transmisi

Jika 5% paket jaringan mengalami error dan dikirim 200 paket, maka
jumlah paket error dapat dimodelkan Binomial dengan parameter n =
200, p = 0,05.

3. Distribusi Geometrik
Distribusi Geometrik digunakan untuk memodelkan jumlah
percobaan sampai sukses pertama. Setiap percobaan independen dan
memiliki peluang sukses tetap p.
PX=k)=>0-p)*p, k=123,..
Nilai harapan: E[X] = %

Distribusi ini menjawab pertanyaan seperti “berapa kali mencoba sampai
berhasil?”. Contoh penggunaan:

e jumlah percobaan login sampai password benar

e jumlah pengiriman ulang paket sampai sukses

e jumlah lemparan koin sampai muncul gambar pertama

e jumlah klik sampai pengguna membeli produk

Jika peluang koneksi berhasil per percobaan adalah 0,25, maka rata-rata

1

percobaan yang dibutuhkan: E[X] = =4

4. Distribusi Poisson

Distribusi  Poisson digunakan untuk memodelkan jumlah
kejadian dalam interval waktu atau ruang tertentu, jika kejadian terjadi
secara acak dan independen dengan laju rata-rata tetap A.

e Mk
PX=k)= 0

Nilai harapan: E[X] = A
Distribusi ini sangat penting dalam komputasi dan sistem antrian.
Contoh:

e jumlah request ke server per menit
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e jumlah panggilan masuk ke call center
o jumlah error sistem per hari
o jumlah kendaraan melewati gerbang per jam

Jika rata-rata 8 request datang per detik, maka jumlah request
dalam satu detik dapat dimodelkan Poisson dengan A = 8. Poisson sering
digunakan karena sederhana dan sangat efektif untuk proses kedatangan
acak.

5. Distribusi Uniform Diskret
Distribusi Uniform Diskret terjadi ketika semua hasil memiliki
peluang yang sama besar.
P(X=x)= %, x=12,..,n
Nilai harapan: E[X] = ol
Contoh paling umum adalah pelemparan dadu fair, pemilihan angka
acak, dan random sampling. Dalam informatika, distribusi ini penting
untuk:
e generator bilangan acak
e hashing yang merata
e load balancing
o sampling data tanpa bias
Jika sistem memilih angka acak dari 1 sampai 10, maka tiap angka
memiliki peluang 1/10.

Dalam ilmu komputer, banyak sistem beroperasi di bawah
ketidakpastian. Distribusi probabilitas membantu merancang sistem
yang efisien dan andal. Contohnya:

e Jaringan komputer memakai Binomial dan Poisson untuk trafik data

e Cybersecurity memakai Bernoulli untuk deteksi intrusi

e Machine learning memakai Bernoulli dan Binomial pada klasifikasi

e Cloud computing memakai Poisson untuk prediksi beban server

e Database systems memakai Uniform untuk hashing dan indexing

o Simulation systems memakai berbagai distribusi untuk meniru
perilaku nyata

Distribusi probabilitas umum menyediakan model matematis
untuk berbagai kejadian acak. Bernoulli cocok untuk kejadian dua hasil,
Binomial untuk jumlah sukses, Geometrik untuk waktu tunggu sukses
pertama, Poisson untuk jumlah kejadian dalam interval, dan Uniform
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untuk hasil yang sama peluangnya. Dalam informatika, distribusi-
distribusi ini menjadi alat penting untuk menganalisis sistem jaringan,
algoritma acak, keamanan digital, machine learning, dan simulasi
modern. Dengan memahami karakteristik masing-masing distribusi, kita
dapat memilih model yang tepat untuk menyelesaikan masalah nyata
secara lebih akurat dan efisien.

E. Nilai Ekspektasi dan Variansi

Nilai ekspektasi dan variansi merupakan dua konsep utama
dalam teori probabilitas yang digunakan untuk menggambarkan
karakteristik suatu variabel acak. Nilai ekspektasi atau nilai harapan
menunjukkan rata-rata teoritis dari hasil suatu percobaan acak jika
percobaan tersebut diulang sangat banyak kali, sedangkan variansi
menunjukkan seberapa besar penyebaran nilai-nilai variabel acak
terhadap rata-ratanya. Kedua ukuran ini sangat penting dalam statistika,
ilmu data, ekonomi, machine learning, simulasi, dan analisis algoritma
karena memberikan gambaran mengenai kecenderungan hasil serta
tingkat ketidakpastian yang mungkin terjadi.

Definisi Nilai Ekspektasi. Untuk variabel acak diskret X, nilai
ekspektasi didefinisikan sebagai:

E[X] =Zx-P(X=x)

X
dengan penjumlahan dilakukan atas seluruh nilai x yang mungkin dari

variabel acak tersebut. Rumus ini berarti setiap nilai dikalikan dengan
peluang kemunculannya, kemudian seluruh hasil dijumlahkan. Secara
intuitif, nilai ekspektasi adalah pusat rata-rata distribusi probabilitas.

Salah satu sifat paling penting dari ekspektasi adalah linearitas
ekspektasi. Menurut Teorema Linearitas Ekspektasi, untuk variabel acak
X1, X2, ..., Xn, yang tidak harus saling independen, berlaku:

E[X, +X,+ -+ X,] = E[X;] + E[X] ... + E[X,]

Sifat ini sangat kuat karena memungkinkan perhitungan nilai
harapan total dilakukan dengan menjumlahkan nilai harapan tiap
komponen secara terpisah tanpa perlu mengetahui distribusi gabungan
yang rumit. Bahkan jika variabel-variabel tersebut saling bergantung,
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rumus ini tetap berlaku. Sebagai contoh, misalkan terdapat 20 mesin
dalam suatu pabrik, dan masing-masing mesin memiliki peluang 0,9
untuk berfungsi normal setiap hari. Jika X; menyatakan kondisi mesin
ke-1, dengan nilai 1 jika berfungsi dan 0 jika rusak, maka jumlah mesin
yang berfungsi adalah: X = X; + X, + --- + X, Karena setiap mesin
memiliki nilai harapan 0,9, maka: E[X] =20 % 0,9 = 18. Artinya, secara
rata-rata terdapat 18 mesin yang berfungsi normal setiap hari.
Perhitungan ini dapat dilakukan tanpa menghitung seluruh kombinasi
kondisi mesin.

Linearitas ekspektasi sangat banyak digunakan dalam analisis
algoritma probabilistik. Dalam ilmu komputer, banyak algoritma yang
mengandung unsur acak, seperti randomized quicksort, hashing,
sampling, atau algoritma graf acak. Dengan linearitas ekspektasi, jumlah
operasi rata-rata, collision pada hash table, atau waktu proses rata-rata
dapat dihitung dengan lebih sederhana melalui penjumlahan kontribusi
setiap bagian sistem.

Selain nilai harapan, ukuran penting lainnya adalah variansi. Jika
nilai ekspektasi menunjukkan pusat distribusi, maka variansi
menunjukkan seberapa jauh nilai-nilai tersebar dari pusat tersebut. Untuk
variabel acak X dengan rata-rata u = E[X], variansi didefinisikan sebagai:

Var(X) = E[(X — u)?]

Artinya, variansi adalah rata-rata kuadrat selisih antara nilai variabel
dengan rata-ratanya. Jika variansi kecil, nilai-nilai cenderung dekat
dengan rata-rata. Jika variansi besar, nilai-nilai lebih menyebar dan
kurang stabil. Rumus lain yang sering digunakan adalah:

Var(X) = E[X?] — (E[X])?

Bentuk ini sering lebih praktis dalam perhitungan. Sebagai contoh, pada
pelemparan dadu, meskipun rata-ratanya 3,5, hasil aktual dapat berkisar
dari 1 sampai 6. Variansi mengukur seberapa besar variasi hasil-hasil
tersebut terhadap rata-rata 3,5.

Akar kuadrat dari variansi disebut simpangan baku (standard

deviation), yaitu:
o=, /Var(X)
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Simpangan baku lebih mudah diinterpretasikan karena memiliki satuan
yang sama dengan data asli. Dalam praktik, simpangan baku sering
digunakan untuk mengukur risiko, kestabilan sistem, dan tingkat
fluktuasi.

Dalam bidang informatika, variansi digunakan untuk mengukur
kestabilan performa algoritma, variasi waktu respons server, fluktuasi
trafik jaringan, penyebaran error model machine learning, serta
ketidakpastian hasil simulasi. Dua sistem dapat memiliki rata-rata sama
tetapi variansi berbeda. Misalnya dua server sama-sama memiliki waktu
respons rata-rata 5 detik, tetapi server pertama selalu sekitar 5 detik,
sedangkan server kedua kadang 1 detik dan kadang 9 detik. Walaupun
rata-ratanya sama, server kedua memiliki variansi lebih besar dan
performa yang kurang konsisten.

Nilai ekspektasi dan variansi adalah dua ukuran fundamental
dalam probabilitas. Ekspektasi memberikan gambaran hasil rata-rata
yang diharapkan, sedangkan variansi menunjukkan tingkat penyebaran
atau risiko dari hasil tersebut. Linearitas ekspektasi menjadikan
perhitungan nilai harapan jauh lebih sederhana dan sangat berguna dalam
analisis sistem kompleks. Oleh karena itu, kedua konsep ini menjadi
fondasi penting dalam statistika modern, komputasi, ilmu data, dan
pengambilan keputusan di bawah ketidakpastian.
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BAB X
TEORI AUTOMATA DAN BAHASA
FORMAL

Teori automata dan bahasa formal memberikan fondasi
matematis bagi perancangan compiler, interpreter, dan pemroses teks.
Setiap kali kita menulis ekspresi reguler untuk validasi input,
menggunakan parser untuk memproses kode sumber, atau merancang
protokol komunikasi, kita menggunakan konsep-konsep dari teori ini.
Teori automata dan bahasa formal berfungsi sebagai dasar matematis
dalam membangun berbagai sistem pemrosesan bahasa dalam komputer.
Konsep ini digunakan untuk menggambarkan bagaimana suatu bahasa
atau pola dapat dikenali dan diproses secara sistematis oleh mesin.Dalam
pengembangan compiler dan interpreter, teori ini berperan dalam
menganalisis dan menerjemahkan kode sumber menjadi bentuk yang
dapat dijalankan komputer. Pada pemrosesan teks, ekspresi reguler
digunakan untuk mengenali pola tertentu dalam data input, sedangkan
parser bertugas menyusun struktur dari teks sesuai aturan bahasa yang
ditentukan. Penggunaan konsep yang sama juga terlihat dalam
perancangan protokol komunikasi, yang mengatur bagaimana informasi
dipertukarkan antar sistem secara terstruktur dan konsisten.

A. Bahasa Formal dan Hierarki Chomsky

Bahasa formal merupakan konsep dasar dalam teori komputasi,
linguistik matematika, dan ilmu komputer yang digunakan untuk
merepresentasikan himpunan string yang dibentuk menurut aturan
tertentu. Berbeda dengan bahasa alami seperti Indonesia atau Inggris
yang sering mengandung ambiguitas, bahasa formal dirancang secara
ketat dan presisi sehingga dapat diproses oleh mesin. Bahasa formal
menjadi fondasi bagi perancangan bahasa pemrograman, compiler,
automata, verifikasi perangkat lunak, hingga kecerdasan buatan.
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Definisi Alfabet dan Bahasa. Alfabet ¥ adalah himpunan
simbol berhingga tak kosong. Simbol-simbol ini menjadi unsur
dasar pembentuk string. Contoh alfabet adalah: X ={0,1} untuk
sistem biner, atau X ={a,b,c} untuk simbol huruf tertentu.

String adalah barisan hingga dari simbol-simbol dalam alfabet X.
Contoh string atas alfabet {0,1} adalah: 0, 1, 01, 1101, 000. String
kosong, yaitu string tanpa simbol, dilambangkan dengan: . Himpunan
semua string yang dapat dibentuk dari alfabet X, termasuk string kosong,
disebut Kleene star dan ditulis: X*. Jika ¥ ={a,b}, maka:

>*={¢g a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, ...}

Bahasa formal (L) atas alfabet X adalah himpunan bagian dari £*, yaitu:
L € ¥*. Artinya, bahasa formal adalah kumpulan string tertentu yang
dipilih berdasarkan aturan tertentu. Contoh: L = {a"b™|n = 1} berisi
string seperti: ab, aabb, aaabbb, ...

Hierarki Chomsky

Pada tahun 1956, Noam Chomsky mengklasifikasikan bahasa
formal ke dalam empat tingkat berdasarkan kompleksitas aturan
produksinya. Klasifikasi ini dikenal sebagai Hierarki Chomsky. Setiap
tingkat berkaitan dengan jenis grammar dan model komputasi
(automata) yang mampu mengenali bahasa tersebut.

Tabel 10.1 Hierarki Chomsky (1956)

Tipe | Nama Bahasa Automata Bentuk Produksi
0 Tak Terbatas Mesin Turing Sembarang
1 Sensitif Linear Bounded (
Konteks Automata
2 Bebas Konteks | Pushdown Automata (A= y)
3 Regular Finite Automata A = aB atau A_) a

Sumber: Chomsky (1956)

Hierarki ini menunjukkan bahwa semakin tinggi tipe bahasanya,
semakin kuat model komputasi yang diperlukan untuk mengenalinya.
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1. Bahasa Tipe 3: Regular
Bahasa regular adalah tingkat paling sederhana. Bahasa ini dapat
dikenali oleh Finite Automata, yaitu mesin dengan jumlah keadaan
terbatas tanpa memori tambahan. Aturan produksinya berbentuk:

A—-aBataud - a

di mana A,B adalah non-terminal dan a adalah terminal. Bahasa
regular banyak digunakan dalam ekspresi reguler, pencarian pola
teks, lexical analyzer pada compiler, validasi input, dan pemrosesan
data sederhana. Contohnya adalah bahasa semua string biner yang
berakhir dengan angka 1. Finite automata bekerja sangat cepat dan
efisien, sehingga banyak digunakan dalam aplikasi praktis.

2. Bahasa Tipe 2: Bebas Konteks
Bahasa bebas konteks (context-free language) lebih kuat daripada
regular. Bahasa ini dikenali oleh Pushdown Automata, yaitu finite
automata yang memiliki memori tambahan berupa stack. Aturan
produksinya: A— y dengan A non-terminal tunggal. Contoh Bahasa
bebas konteks: L = {a"b™|n = 1} yang berisi jumlah huruf ¢ sama
dengan jumlah huruf'b: ab, aabb, aaabbb,...
Bahasa ini tidak dapat dikenali finite automata biasa karena
membutuhkan kemampuan menghitung jumlah simbol sebelumnya.
Stack pada PDA memungkinkan pencocokan struktur bersarang.
Bahasa Tipe 2 atau bebas konteks lebih kuat daripada regular dan
dikenali oleh pushdown automata, yaitu finite automata yang
memiliki memori tambahan berupa stack. Bahasa ini mampu
merepresentasikan struktur bertingkat dan pola bersarang, seperti
pasangan tanda kurung yang seimbang atau ekspresi aritmetika.
Karena itu, bahasa bebas konteks sangat penting dalam sintaks
bahasa pemrograman, parser compiler, ekspresi aritmetika, struktur
kurung seimbang dan XML / HTML nested tags.

3. Bahasa Tipe 1: Sensitif Konteks
Bahasa sensitif konteks lebih kompleks lagi. Bahasa ini dikenali
oleh Linear Bounded Automata (LBA), yaitu mesin Turing dengan
pita memori terbatas sepanjang input. Aturan produksinya
memenubhi:
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llhs| < |rhs]
Artinya panjang sisi kiri tidak boleh melebihi sisi kanan, sehingga
produksi tidak menyusut. Contoh bahasa sensitif konteks:
L={a"b"c"|n = 1}
yang berisi jumlah a, b, dan c¢ sama banyak: abc, aabbcc,
aaabbbcce, ... Bahasa ini tidak dapat dijelaskan grammar bebas
konteks biasa. Aplikasi bahasa sensitif konteks antara lain:
o analisis semantik bahasa pemrograman
e agreement dalam linguistik alami
e constraint systems
o verifikasi formal tingkat lanjut
4. Bahasa Tipe 0: Tak Terbatas
Bahasa tak terbatas atau recursively enumerable language adalah
kelas paling umum. Bahasa ini dikenali oleh Mesin Turing, model
komputasi paling kuat. Aturan produksinya tidak dibatasi, dapat
berbentuk apa saja. Kelas ini mencakup seluruh bahasa yang dapat
dikenali secara algoritmis, termasuk masalah komputasi paling
kompleks. Contoh:
e bahasa semua program yang berhenti pada input tertentu
o bahasa formal tingkat tinggi
e model komputasi umum
Namun banyak bahasa tipe 0 sulit dianalisis dan sebagian
masalahnya tidak dapat diputuskan secara  algoritmik
(undecidable).

Hierarki Chomsky bersifat bertingkat, artinya setiap bahasa
regular termasuk bahasa bebas konteks, setiap bahasa bebas konteks
termasuk bahasa sensitif konteks, dan setiap bahasa sensitif konteks
termasuk bahasa tipe 0. Namun kebalikannya tidak selalu benar.
Semakin tinggi tingkat bahasa, semakin besar kekuatan ekspresifnya,
tetapi semakin kompleks pula mesin dan sumber daya komputasi yang
dibutuhkan untuk mengenalinya.

Dalam praktik informatika, hierarki ini sangat penting. Pada
compiler, proses analisis token menggunakan bahasa regular, sedangkan
analisis sintaks menggunakan bahasa bebas konteks. Dalam natural
language processing, struktur kalimat sering dimodelkan dengan
grammar formal. Dalam keamanan siber, pencocokan pola
menggunakan automata dan ekspresi reguler. Dalam verifikasi perangkat
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lunak, teori bahasa formal membantu membuktikan kebenaran sistem.
Bahasa formal adalah kumpulan string yang dibentuk dari alfabet
tertentu menurut aturan matematis yang jelas. Hierarki Chomsky
memberikan kerangka sistematis untuk memahami tingkat kompleksitas
bahasa dan mesin yang dapat memprosesnya. Konsep ini menjadi dasar
penting dalam teori komputasi dan berbagai aplikasi ilmu komputer
modern.

B. Automata Hingga Deterministik (DFA)

Automata hingga deterministik atau Deterministic Finite
Automaton (DFA) merupakan salah satu model komputasi paling dasar
dalam teori bahasa formal dan automata. DFA digunakan untuk
mengenali bahasa regular, yaitu himpunan string yang memiliki pola
tertentu dan dapat diproses dengan aturan sederhana. Model ini sangat
penting dalam ilmu komputer karena menjadi dasar bagi pencocokan
pola, lexical analyzer pada compiler, validasi input, pemrosesan teks,
serta perancangan rangkaian logika digital. DFA bekerja dengan
membaca simbol input satu per satu dari kiri ke kanan, kemudian
berpindah antar state sesuai aturan transisi yang telah ditentukan. Sebuah
DFA didefinisikan sebagai 5-tuple:

M = (Q'Z' 8' QO'F

di mana Q adalah himpunan berhingga dari state, yaitu kondisi-kondisi
yang mungkin dimiliki mesin selama proses pembacaan input. X adalah
alfabet input, yaitu himpunan simbol yang dapat dibaca mesin. Fungsi &:
Q x ¥ - Q adalah fungsi transisi yang menentukan state berikutnya
berdasarkan state saat ini dan simbol yang dibaca. Simbol go € Q adalah
state awal tempat mesin memulai proses, sedangkan F € Q adalah
himpunan state menerima (accept states). Jika setelah seluruh input
dibaca mesin berada pada salah satu state di F, maka string diterima. Jika
tidak, string ditolak.

Kata deterministik berarti bahwa untuk setiap pasangan state dan
simbol input, hanya ada satu transisi yang mungkin. Dengan demikian,
pada setiap langkah mesin selalu mengetahui secara pasti ke mana harus
berpindah. Tidak ada pilihan ganda atau ketidakpastian dalam proses
komputasinya. Sebagai contoh, misalkan dirancang DFA untuk
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menerima semua string biner yang berakhir dengan “01”. Bahasa yang
dikenali adalah:

L = {w € {{0,1}"|w berakhir dengan 01}

DFA ini memiliki tiga state, yaitu go sebagai state awal, g1, dan
q> sebagai state menerima. State go menunjukkan bahwa belum terbentuk
pola akhir “01”. Jika mesin berada di go lalu membaca simbol 0, mesin
berpindah ke ¢i karena simbol terakhir sekarang adalah 0 dan ada
kemungkinan pola “01” akan terbentuk. Jika membaca simbol 1, mesin
tetap di go karena simbol terakhir 1 belum mendukung pola yang dicari.
State g1 menunjukkan bahwa simbol terakhir yang dibaca adalah 0. Jika
dari state ini dibaca lagi simbol 0, mesin tetap berada di ¢ karena simbol
terakhir masih 0. Jika dibaca simbol 1, mesin berpindah ke ¢», karena
dua simbol terakhir sekarang adalah “01”, sesuai pola yang dicari.

State g» adalah state menerima. Ini berarti string yang telah
dibaca saat itu berakhir dengan “01”. Jika input selesai pada state ini,
string diterima. Namun jika masih ada simbol berikutnya, mesin tetap
melanjutkan pembacaan. Jika dari ¢> dibaca simbol 0, mesin berpindah
ke g1 karena simbol terakhir menjadi 0 dan pola baru mungkin dimulai
lagi. Jika dibaca simbol 1, mesin kembali ke go karena akhiran string
sekarang tidak lagi “01”. Sebagai contoh, string 1101 diproses sebagai
berikut. Mesin mulai di go. Membaca 1 tetap di go, membaca 1 tetap di
qo, membaca 0 pindah ke g1, membaca 1 pindah ke ¢2. Karena input habis
dan mesin berada di state menerima ¢», maka string 1101 diterima.
Sebaliknya, string 1110 berakhir di g1, sehingga ditolak karena tidak
berakhir dengan “01”.

DFA memiliki beberapa karakteristik penting. Pertama, jumlah
state selalu berhingga sehingga mesin memiliki memori terbatas. Kedua,
mesin hanya bergantung pada state saat ini, bukan seluruh riwayat input.
Ketiga, DFA sangat efisien karena setiap simbol diproses satu kali dan
transisi dilakukan secara langsung. Oleh sebab itu, DFA sangat cocok
digunakan untuk pencocokan pola sederhana pada data berukuran besar.
Dalam praktik informatika, DFA banyak digunakan dalam compiler,
khususnya pada tahap lexical analysis untuk mengenali token seperti
identifier, angka, operator, dan kata kunci. Dalam pemrosesan teks, DFA
digunakan pada regular expression engine untuk mencari pola tertentu
dalam dokumen. Dalam jaringan komputer, DFA dipakai untuk
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mendeteksi pola paket data atau aturan firewall. Dalam keamanan siber,
DFA digunakan untuk mendeteksi signature serangan atau pola intrusi.
Dalam rangkaian digital, konsep DFA dipakai untuk merancang
sequential circuit dan kontrol otomatis.

DFA juga memiliki hubungan erat dengan bahasa regular. Setiap
bahasa yang dapat dikenali DFA disebut bahasa regular, dan setiap
bahasa regular pasti memiliki DFA yang mengenalinya. Hal ini
menjadikan DFA alat utama dalam pembuktian sifat-sifat bahasa formal.
Automata hingga deterministik adalah model komputasi sederhana
namun sangat kuat untuk mengenali pola-pola terstruktur pada string
input. Dengan komponen state, alfabet, fungsi transisi, state awal, dan
state menerima, DFA mampu memproses string secara sistematis dan
efisien. Karena kesederhanaan dan keandalannya, DFA menjadi fondasi
penting dalam teori komputasi serta berbagai aplikasi praktis di dunia
informatika modern.

C. Automata Hingga Nondeterministik (NFA)

Automata hingga nondeterministik atau Nondeterministic Finite
Automaton (NFA) merupakan pengembangan dari automata hingga
deterministik (DFA) dalam teori bahasa formal dan automata. NFA
digunakan untuk mengenali bahasa regular seperti halnya DFA, tetapi
memiliki mekanisme transisi yang lebih fleksibel. Jika pada DFA setiap
pasangan state dan simbol input hanya memiliki satu tujuan yang pasti,
maka pada NFA satu state dapat memiliki beberapa kemungkinan
transisi sekaligus, bahkan dapat berpindah state tanpa membaca simbol
input melalui transisi epsilon (&). Fleksibilitas ini menjadikan NFA lebih
mudah digunakan dalam perancangan pola bahasa, ekspresi reguler, dan
pembuktian teoritis. Sebuah NFA didefinisikan sebagai 5-tuple:

M= (Q,%8,q0F

di mana Q adalah himpunan berhingga state, ¥ adalah alfabet input, go €
Q adalah state awal, dan F € Q adalah himpunan state menerima.
Perbedaan utama dengan DFA terletak pada fungsi transisi:

6:Qx (Zufeh) » PO
Artinya, untuk setiap state dan simbol input, fungsi transisi
menghasilkan himpunan state yang mungkin dituju, bukan satu state
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tunggal. Simbol P(Q) menyatakan himpunan kuasa (power set) dari Q,
yaitu semua himpunan bagian dari Q. Karena itu, NFA dapat memiliki
banyak pilihan jalur komputasi sekaligus.

Konsep nondeterministik berarti bahwa mesin seolah-olah dapat
“mencoba semua kemungkinan transisi secara bersamaan”. Jika ada
minimal satu jalur komputasi yang berakhir pada state menerima setelah
seluruh input dibaca, maka string dianggap diterima. Jika semua jalur
gagal, string ditolak. Ini bukan berarti mesin acak, melainkan model
matematis untuk menyatakan banyak kemungkinan proses sekaligus.

Selain transisi biasa dengan simbol input, NFA juga dapat
memiliki transisi epsilon (€), yaitu perpindahan state tanpa membaca
simbol apa pun dari input. Transisi ini sangat berguna untuk
menghubungkan bagian-bagian automata tanpa mengonsumsi karakter.
Sebagai contoh, misalkan dibuat NFA yang menerima string biner yang
mengandung substring “01”. Mesin dapat dirancang dengan state awal
qo, lalu dari go tetap berada di sana saat membaca simbol apa pun sambil
menunggu munculnya 0. Ketika membaca 0, mesin dapat berpindah ke
q1, dan jika berikutnya membaca 1, berpindah ke state menerima g>.
Karena NFA dapat memiliki lebih dari satu pilihan transisi, dari go saat
membaca 0 mesin dapat tetap di go sekaligus berpindah ke g1. Dengan
cara ini, mesin “mencoba” apakah simbol 0 tersebut menjadi awal pola
“01”. Sebagai ilustrasi, jika input adalah 11010, maka mesin membaca
simbol satu per satu. Saat mencapai pasangan “01”, salah satu jalur
komputasi akan sampai ke state menerima. Karena ada setidaknya satu
jalur berhasil, string diterima.

Kelebihan utama NFA adalah kesederhanaan desain. Banyak
bahasa regular lebih mudah direpresentasikan dengan NFA
dibandingkan DFA. Misalnya, gabungan dua bahasa regular, pilihan
alternatif, atau pola ekspresi reguler dapat dibangun secara alami
menggunakan NFA dengan transisi epsilon. Oleh sebab itu, NFA sangat
sering digunakan sebagai model antara dalam compiler dan regular
expression engine. Walaupun tampak lebih kuat, sebenarnya NFA tidak
lebih kuat daripada DFA dalam hal bahasa yang dapat dikenali. Hal ini
dinyatakan dalam teorema penting berikut.

Teorema Ekuivalensi NFA-DFA. Untuk setiap NFA N, selalu terdapat
DFA D yang menerima bahasa yang sama. Artinya, setiap bahasa yang
dikenali NFA juga dapat dikenali DFA. Jadi NFA dan DFA memiliki
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kekuatan komputasi yang setara, yaitu sama-sama mengenali bahasa
regular. Perbedaannya hanya pada cara representasi dan efisiensi jumlah
state.

Konversi NFA ke DFA dilakukan dengan metode subset
construction atau konstruksi himpunan kuasa. Ide dasarnya adalah
bahwa satu state pada DFA mewakili sekumpulan state yang mungkin
sedang aktif pada NFA. Jika NFA memiliki » state, maka DFA hasil
konversi dapat memiliki paling banyak: 2" state, karena jumlah seluruh
himpunan bagian dari n elemen adalah 2". Dalam praktik, tidak semua
state tersebut selalu tercapai, sehingga jumlah aktual sering lebih kecil.

Dalam informatika, NFA memiliki banyak aplikasi praktis. Pada
regular expression engine, pola pencarian sering diubah terlebih dahulu
menjadi NFA karena konstruksinya lebih mudah. Pada compiler, token
dari bahasa pemrograman dapat direpresentasikan dengan NFA sebelum
dioptimalkan menjadi DFA. Dalam text processing, NFA digunakan
untuk pencarian banyak pola sekaligus. Dalam verifikasi sistem, NFA
membantu memodelkan sistem dengan banyak kemungkinan keadaan.
NFA juga penting secara teoritis karena menunjukkan bahwa
nondeterminisme tidak menambah kekuatan pengenalan bahasa regular,
tetapi dapat menyederhanakan representasi. Dalam kelas komputasi lain
yang lebih tinggi, konsep nondeterminisme menjadi sangat penting,
misalnya pada mesin Turing nondeterministik dan teori kompleksitas
seperti kelas NP.

Automata hingga nondeterministik adalah model komputasi yang
memungkinkan banyak kemungkinan transisi dari satu state, termasuk
transisi epsilon tanpa membaca input. Meskipun lebih fleksibel dan
sering lebih ringkas dibandingkan DFA, NFA tetap mengenali kelas
bahasa yang sama, yaitu bahasa regular. Karena kemudahan desain dan
perannya dalam konversi ekspresi reguler, NFA menjadi konsep
fundamental dalam teori komputasi dan berbagai aplikasi praktis di
bidang informatika modern.
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D. Ekspresi Regular

Ekspresi reguler adalah notasi algebrais untuk mendeskripsikan
bahasa regular. Mereka digunakan secara luas dalam pemrograman
untuk pencarian pola, validasi input, dan pemrosesan teks. ekspresi
reguler merupakan bentuk penulisan formal yang digunakan untuk
menggambarkan bahasa regular secara matematis. Notasi ini
memungkinkan pola dalam suatu kumpulan teks dijelaskan secara
ringkas dan terstruktur. Dalam praktik pemrograman, Ekspresi reguler
dimanfaatkan untuk mengenali pola tertentu dalam data, seperti kata atau
format tertentu. Penggunaannya mencakup pencarian informasi dalam
teks, pemeriksaan kesesuaian input agar sesuai aturan yang ditentukan,
serta pengolahan data teks secara otomatis. Hal ini menunjukkan bahwa
ekspresi reguler menjadi alat penting dalam pengolahan informasi
berbasis teks karena mampu merepresentasikan pola secara efisien dan

sistematis.
Tabel 10.2 Operator Ekspresi Reguler
Operator Notasi Bahasa yang Ditunjuk
Konkatenasi ab String yan'g m.emulai dengan a
dilanjutkan b
Union a|b atau atb String yang cocok a atau b
Kleene Star a* 0 atau lebih pengulangan a
Plus a+ 1 atau lebih pengulangan a
Optional a? 0 atau 1 kejadian a

Sumber: Sipser, M. (2012)

Tabel operator ekspresi reguler menjelaskan berbagai simbol
dasar yang digunakan untuk membentuk pola dalam bahasa regular.
Setiap operator memiliki fungsi spesifik dalam membangun ekspresi
yang dapat mengenali berbagai bentuk string secara sistematis dalam
pemrosesan teks dan komputasi.

a. Operator konkatenasi (ab) menunjukkan penggabungan dua simbol
atau pola secara berurutan. Artinya, suatu string hanya akan cocok
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jika diawali dengan simbol a dan langsung diikuti oleh simbol b
tanpa ada karakter lain di antaranya. Operasi ini membentuk pola
linear yang paling dasar dalam ekspresi reguler.

b. Operator union (alb atau a+b) menunjukkan pilihan antara dua
kemungkinan pola. String yang sesuai dengan operator ini adalah
string yang cocok dengan a atau cocok dengan b , tanpa harus
memenuhi keduanya sekaligus. Operator ini digunakan untuk
merepresentasikan alternatif dalam pencocokan pola.

c. Operator Kleene star (a*) menyatakan pengulangan simbol a
sebanyak nol atau lebih kali. Hal ini berarti string yang valid dapat
berupa string kosong, satu simbol a, atau rangkaian a yang tidak
terbatas. Operator ini sangat penting dalam membentuk pola yang
bersifat fleksibel dan berulang.

d. Operator plus (a+) menunjukkan pengulangan simbol a sebanyak
satu atau lebih kali. Berbeda dengan Kleene star, operator ini tidak
menerima string kosong karena minimal harus ada satu kemunculan
simbol a. Operator ini digunakan ketika keberadaan elemen wajib
dalam pola harus dipastikan.

e. Operator optional (a?) menunjukkan bahwa simbol a dapat muncul
nol kali atau satu kali. Artinya, keberadaan simbol ini tidak wajib,
tetapi jika muncul hanya diperbolehkan satu kali. Operator ini
digunakan untuk merepresentasikan elemen opsional dalam suatu
pola.

Tabel ini menunjukkan bahwa ekspresi reguler dibangun dari
operator-operator dasar yang masing-masing memiliki fungsi spesifik
dalam membentuk pola bahasa regular. Kombinasi operator ini
memungkinkan representasi pola teks yang kompleks menjadi bentuk
yang ringkas dan mudah diproses dalam sistem komputasi.

Dalam pemrograman, ekspresi regular banyak dipakai untuk
pencarian teks. Misalnya mencari semua kata yang diawali huruf A
dalam dokumen, mencari nomor telepon dalam database, atau
menemukan tag tertentu pada file log. Dalam validasi input, regex
digunakan untuk memeriksa format email, nomor telepon, password,
kode pos, tanggal, dan sebagainya. Dalam pemrosesan data, regex
membantu membersihkan teks, mengganti pola tertentu, mengekstrak
angka, atau memecah kalimat menjadi token. Dalam bidang compiler,
ekspresi regular digunakan pada tahap lexical analysis untuk
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mendefinisikan token seperti identifier, keyword, operator, dan literal
angka. Compiler kemudian mengubah regex tersebut menjadi NFA atau
DFA agar proses pembacaan kode sumber menjadi efisien.

Ekspresi regular juga digunakan dalam cybersecurity, misalnya
mendeteksi pola serangan dalam log sistem, mengenali URL
mencurigakan, atau memfilter konten berbahaya. Dalam data science,
regex membantu mengekstrak informasi dari data teks tidak terstruktur
seperti komentar pengguna, berita, atau media sosial. Walaupun sangat
berguna, ekspresi regular memiliki keterbatasan. Regex hanya dapat
merepresentasikan bahasa regular, sehingga tidak cocok untuk pola yang
membutuhkan struktur bersarang kompleks seperti tanda kurung
bertingkat tak terbatas atau sintaks bahasa pemrograman lengkap. Untuk
masalah seperti itu dibutuhkan context-free grammar dan parser.
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TEORI KOMPLEKSITAS
KOMPUTASI

Teori kompleksitas komputasi menyelidiki pertanyaan mendasar:
masalah apa yang dapat diselesaikan secara efisien oleh komputer?
Perbedaan antara masalah yang "mudah" dan "sulit" secara
komputasional memiliki implikasi mendalam, mulai dari desain
algoritma hingga keamanan kriptografi. Kompleksitas komputasi
berfokus pada analisis kemampuan komputer dalam menyelesaikan
berbagai jenis masalah secara efektif. Kajian ini tidak hanya melihat
apakah suatu masalah bisa diselesaikan, tetapi juga seberapa besar
sumber daya yang dibutuhkan untuk menyelesaikannya. Perbedaan
antara masalah yang mudah dan sulit menunjukkan adanya variasi
tingkat efisiensi dalam komputasi. Masalah yang dianggap mudah dapat
diselesaikan dengan waktu dan sumber daya yang relatif kecil,
sedangkan masalah sulit membutuhkan usaha komputasi yang jauh lebih
besar. Perbedaan ini memiliki pengaruh luas, mulai dari cara merancang
algoritma yang efisien hingga dasar keamanan dalam kriptografi, karena
tingkat kesulitan suatu masalah dapat dimanfaatkan untuk melindungi
sistem dari penyelesaian yang terlalu cepat oleh pihak yang tidak
berwenang.

A. Model Komputasi dan Mesin Turing

Model komputasi adalah kerangka matematis yang digunakan
untuk menjelaskan bagaimana suatu proses perhitungan dilakukan oleh
mesin. Dalam ilmu komputer teoretis, model komputasi sangat penting
karena membantu memahami batas kemampuan komputer, efisiensi
algoritma, serta jenis masalah yang dapat atau tidak dapat diselesaikan
secara mekanis. Berbagai model telah dikembangkan, seperti finite
automata, pushdown automata, lambda calculus, sirkuit logika, dan
mesin register. Namun, model yang paling terkenal dan paling umum
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adalah Mesin Turing, karena mampu merepresentasikan konsep
komputasi secara universal.

Mesin Turing diperkenalkan oleh Alan Turing pada tahun 1936
sebagai model abstrak untuk menjawab pertanyaan mendasar: apa yang
dapat dihitung secara algoritmis. Mesin ini bukan mesin fisik seperti
komputer modern, melainkan model matematis yang menggambarkan
proses komputasi langkah demi langkah. Meskipun sederhana, Mesin
Turing memiliki kekuatan komputasi yang sangat besar dan menjadi
dasar teori komputer modern. Sebuah Mesin Turing didefinisikan
sebagai 7-tuple:

M = (Q,%,T,86,qq, Qaccept) Qreject

di mana Q adalah himpunan berhingga state atau keadaan mesin. X
adalah alfabet input, yaitu simbol yang dapat muncul pada masukan
awal. T' adalah alfabet pita, yaitu himpunan simbol yang dapat ditulis
pada pita, termasuk simbol blank (kosong), dan biasanya memuat
seluruh simbol dalam X. Fungsi transisi:

60:QXT->QxTx{LR}

menentukan tindakan mesin berdasarkan state saat ini dan simbol yang
sedang dibaca. Mesin akan berpindah ke state baru, menulis simbol baru
pada pita, lalu menggerakkan kepala baca ke kiri (L) atau ke kanan (R).
Simbol qo adalah state awal, sedangkan qaccept dan qreject masing-masing
adalah state menerima dan menolak.

Secara operasional, Mesin Turing terdiri atas tiga komponen
utama, yaitu pita tak hingga, kepala baca/tulis, dan unit kontrol. Pita
berfungsi sebagai memori tempat data disimpan, terdiri dari sel-sel yang
masing-masing memuat satu simbol. Kepala baca/tulis dapat membaca
simbol pada sel saat ini, menulis simbol baru, lalu bergerak ke kiri atau
kanan. Unit kontrol menyimpan state mesin dan menentukan aksi
berikutnya berdasarkan fungsi transisi.

Cara kerja Mesin Turing dimulai dengan menempatkan input
pada pita. Kepala baca berada di posisi awal, dan mesin berada pada state
qo. Pada setiap langkah, mesin membaca simbol yang sedang ditunjuk,
melihat state saat ini, lalu menggunakan fungsi transisi untuk
menentukan state baru, simbol yang ditulis, dan arah gerak kepala.
Proses ini berulang hingga mesin mencapai state menerima atau
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menolak. Sebagai contoh sederhana, sebuah Mesin Turing dapat
dirancang untuk memeriksa apakah string biner memiliki jumlah simbol
1 genap. Mesin akan membaca pita dari kiri ke kanan sambil berpindah
antara dua state: satu state untuk jumlah 1 genap, dan satu state untuk
jumlah 1 ganjil. Ketika input selesai dibaca, mesin menerima jika berada
pada state genap dan menolak jika berada pada state ganjil.

Keistimewaan Mesin Turing terletak pada sifat universalitasnya.
Mesin ini dianggap sebagai model komputasi paling umum yang dikenal.
Segala algoritma yang dapat dijalankan komputer modern pada
prinsipnya dapat dimodelkan sebagai Mesin Turing. Bahkan konsep
perangkat lunak yang berjalan di atas perangkat keras dapat dipandang
sebagai implementasi praktis dari ide ini. Hal tersebut berkaitan dengan
Tesis Church-Turing, yang menyatakan bahwa setiap fungsi yang secara
intuitif dapat dihitung melalui prosedur algoritmis juga dapat dihitung
oleh Mesin Turing. Tesis ini bukan teorema matematis formal,
melainkan pernyataan filosofis dan empiris yang didukung oleh
kenyataan bahwa semua model komputasi wajar yang pernah diajukan
terbukti ekuivalen dengan Mesin Turing dalam hal kekuatan komputasi.
Artinya, meskipun terdapat banyak model komputasi berbeda seperti
lambda calculus, recursive functions, atau bahasa pemrograman modern,
semuanya pada dasarnya dapat disimulasikan oleh Mesin Turing. Karena
itu, Mesin Turing menjadi standar utama dalam mendefinisikan istilah
dapat dihitung (computable).

Salah satu konsep penting adalah Universal Turing Machine
(UTM), yaitu Mesin Turing yang dapat membaca deskripsi Mesin Turing
lain beserta inputnya, lalu mensimulasikan mesin tersebut. Gagasan ini
merupakan dasar dari komputer serbaguna modern, di mana satu
perangkat keras dapat menjalankan banyak program berbeda. Mesin
Turing juga digunakan untuk mempelajari batas komputasi. Tidak semua
masalah dapat diselesaikan oleh mesin ini. Contoh paling terkenal adalah
Halting Problem, yaitu persoalan menentukan apakah suatu program
akan berhenti atau berjalan selamanya. Alan Turing membuktikan bahwa
tidak ada algoritma umum yang dapat menyelesaikan masalah tersebut
untuk semua program. Hasil ini menunjukkan adanya batas fundamental
dalam komputasi.

Dalam informatika, Mesin Turing sangat penting pada berbagai
bidang. Dalam teori algoritma, mesin ini digunakan untuk
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mendefinisikan prosedur komputasi formal. Dalam kompleksitas
komputasi, waktu dan ruang penggunaan Mesin Turing dipakai untuk
mengukur efisiensi algoritma. Dalam bahasa pemrograman, konsep
mesin abstrak membantu memahami interpretasi dan eksekusi program.
Dalam kecerdasan buatan dan verifikasi sistem, model formal digunakan
untuk menganalisis kemampuan sistem otomatis. Walaupun komputer
nyata memiliki keterbatasan memori dan perangkat keras, Mesin Turing
diasumsikan memiliki pita tak hingga agar fokus pada kemampuan logis
komputasi, bukan keterbatasan fisik. Pendekatan ini memungkinkan
ilmuwan memisahkan persoalan teoritis dari kendala implementasi.

B. Kelas Kompleksitas P dan NP

Dalam teori komputasi, tidak cukup hanya mengetahui apakah
suatu masalah dapat diselesaikan oleh komputer. Kita juga perlu
mengetahui seberapa efisien masalah tersebut dapat diselesaikan. Inilah
tujuan utama teori kompleksitas komputasi, yaitu mengklasifikasikan
masalah berdasarkan jumlah sumber daya yang dibutuhkan, terutama
waktu dan memori. Dua kelas kompleksitas paling terkenal dan paling
penting adalah P dan NP, yang menjadi pusat banyak penelitian dalam
matematika dan ilmu komputer modern. Secara umum, teori
kompleksitas berfokus pada masalah keputusan (decision problems),
yaitu masalah yang jawabannya hanya “ya” atau “tidak”. Contohnya:
apakah sebuah bilangan prima, apakah terdapat jalur antara dua titik pada
graf, apakah suatu formula logika dapat dipenuhi, atau apakah terdapat
subset bilangan yang jumlahnya sama dengan nilai tertentu. Bentuk
keputusan dipilih karena hampir semua masalah komputasi dapat diubah
ke bentuk ini.

Kelas P adalah himpunan masalah keputusan yang dapat
diselesaikan oleh Mesin Turing deterministik dalam waktu polinomial,
yaitu waktu yang dibatasi oleh: O(n") untuk suatu konstanta k, dengan n
menyatakan ukuran input. Waktu polinomial dianggap sebagai ukuran
efisiensi yang realistis, karena pertumbuhan waktunya masih relatif
terkendali ketika ukuran input membesar. Masalah dalam kelas P sering
dianggap mudah diselesaikan secara komputasional. Contoh masalah
yang berada dalam P antara lain pencarian elemen dalam daftar terurut,
menentukan apakah graf terhubung, shortest path dengan algoritma
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Dijkstra, minimum spanning tree, primality testing, dan sorting.
Walaupun beberapa algoritma polinomial tetap bisa lambat jika
pangkatnya besar, kelas P secara umum dipandang sebagai kumpulan
masalah yang praktis untuk diselesaikan.

Kelas NP (Nondeterministic Polynomial Time) adalah himpunan
masalah keputusan yang jika jawabannya “ya”, maka solusi tersebut
dapat diverifikasi dalam waktu polinomial oleh Mesin Turing
deterministik. Definisi lain yang ekuivalen adalah bahwa NP merupakan
kelas masalah yang dapat diselesaikan oleh Mesin Turing
nondeterministik dalam waktu polinomial. Makna praktisnya adalah:
mungkin sulit menemukan solusi, tetapi jika seseorang memberikan
kandidat solusi, maka kita dapat memeriksanya dengan cepat.
Contohnya, pada masalah Sudoku, mengisi puzzle dari awal bisa sulit,
tetapi jika seseorang memberi isian lengkap, kita dapat memeriksa
kebenarannya dengan cepat. Hal yang sama berlaku pada masalah graf,
logika, dan optimisasi kombinatorial. Sebagai contoh, pada masalah
Hamiltonian Path, pertanyaannya adalah apakah terdapat jalur yang
mengunjungi setiap simpul tepat satu kali. Menemukan jalur seperti itu
sulit, tetapi jika seseorang memberikan urutan simpul, kita dapat
memverifikasi dalam waktu polinomial apakah jalur tersebut valid.
Karena itu masalah ini berada di NP.

Hubungan penting antara kedua kelas tersebut adalah: P © NP.
Artinya, setiap masalah yang dapat diselesaikan cepat tentu juga dapat
diverifikasi cepat. Jika kita bisa menyelesaikan masalah dalam waktu
polinomial, maka cukup jalankan algoritmanya untuk memverifikasi
jawaban. Namun pertanyaan besar yang belum terjawab adalah apakah:
P = NP ? Artinya, apakah setiap masalah yang solusinya dapat
diverifikasi cepat juga sebenarnya dapat diselesaikan cepat? Jika
jawabannya ya, maka banyak masalah sulit saat ini sebenarnya memiliki
algoritma efisien yang belum ditemukan. Jika jawabannya tidak, maka
terdapat perbedaan mendasar antara “mencari solusi” dan “memeriksa
solusi”.

Pertanyaan P versus NP adalah salah satu masalah paling terkenal
dalam matematika modern dan termasuk Tujuh Masalah Milenium yang
diumumkan oleh Clay Mathematics Institute pada tahun 2000. Hadiah
sebesar satu juta dolar ditawarkan bagi pembuktian yang benar. Di dalam
kelas NP terdapat subkelas penting yang disebut NP-Complete. Masalah
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NP-Complete adalah masalah tersulit di NP dalam arti bahwa jika satu
saja masalah NP-Complete dapat diselesaikan dalam waktu polinomial,
maka semua masalah di NP juga dapat diselesaikan dalam waktu
polinomial, sehingga P = NP. Contoh masalah NP-Complete meliputi:

e 3-SAT: apakah formula logika Boolean dapat dipenuhi

e C(Cligue: apakah graf memiliki clique berukuran tertentu

o Vertex Cover

e Subset Sum

e Traveling Salesman Problem (versi keputusan)

e Hamiltonian Cycle

Masalah-masalah ini muncul di berbagai bidang nyata seperti logistik,
penjadwalan, desain chip, keamanan jaringan, bioinformatika, dan
optimisasi industri.

Selain P dan NP, terdapat kelas yang lebih besar seperti PSPACE,
yaitu masalah yang dapat diselesaikan menggunakan ruang memori
polinomial. Secara umum diketahui: P € NP © PSPACE dan diyakini
ketiganya berbeda, walaupun belum seluruhnya terbukti. Jika asumsi
umum P # NP) benar, maka di antara P dan NP-Complete kemungkinan
ada masalah NP-Intermediate, yaitu masalah yang berada di NP tetapi
tidak di P dan tidak NP-Complete. Salah satu kandidat terkenal adalah
integer factoring, yaitu memfaktorkan bilangan besar. Masalah ini
sangat penting karena menjadi dasar kriptografi RSA.

Dalam dunia praktis, konsep P dan NP sangat berpengaruh.
Dalam kriptografi, keamanan banyak sistem bergantung pada sulitnya
menyelesaikan masalah tertentu. Dalam optimisasi, banyak persoalan
industri ternyata NP-Complete sehingga dicari solusi pendekatan
(approximation) atau heuristik. Dalam Al, penjadwalan dan pencarian
kombinatorial sering berkaitan dengan masalah NP. Dalam data science,
pemilihan fitur dan struktur model tertentu juga dapat bersifat
komputasional sulit. Karena banyak masalah nyata sulit diselesaikan
secara eksak, ilmuwan komputer sering menggunakan strategi seperti
algoritma aproksimasi, randomisasi, branch and bound, local search,
atau machine learning untuk memperoleh solusi yang cukup baik dalam
waktu masuk akal.
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C. Reduksi Polinomial dan NP-Completeness

Dalam teori kompleksitas komputasi, salah satu cara utama untuk
membandingkan tingkat kesulitan dua masalah adalah melalui konsep
reduksi polinomial. Ide dasarnya adalah mengubah suatu masalah ke
masalah lain secara efisien. Jika masalah A dapat diubah menjadi
masalah B dengan cepat, lalu B dapat diselesaikan, maka A juga dapat
diselesaikan melalui proses tersebut. Karena itu, reduksi menjadi alat
penting untuk menunjukkan bahwa suatu masalah setidaknya sama
sulitnya dengan masalah lain. Konsep ini sangat berguna ketika kita
ingin membuktikan bahwa suatu masalah sulit diselesaikan. Daripada
mencari algoritma langsung, kita cukup menunjukkan bahwa masalah
tersebut dapat menerima transformasi dari masalah lain yang sudah
diketahui sulit. Jika transformasi dilakukan dalam waktu polinomial,
maka tingkat kesulitannya dianggap sebanding dalam konteks komputasi
efisien.

Masalah keputusan A dikatakan tereduksi secara polinomial ke
masalah B, ditulis: A <, B jika terdapat fungsi f yang dapat dihitung
dalam waktu polinomial sehingga: x € A < f(x) € B. Artinya, suatu
instance x dari masalah A adalah jawaban “ya” jika dan hanya jika hasil
transformasinya f(x) merupakan instance “ya” dari masalah B. Dengan
kata lain, menyelesaikan B cukup untuk menyelesaikan A setelah
dilakukan transformasi. Makna intuitif dari notasi tersebut adalah: B
setidaknya sama sulit dengan A. Jika kita memiliki algoritma cepat untuk
B, maka kita juga dapat membuat algoritma cepat untuk A dengan
langkah:

1. Ubah input x menjadi f(x) dalam waktu polinomial

2. Selesaikan masalah B pada f(x)

3. Gunakan jawabannya sebagai jawaban untuk A

Karena transformasi berlangsung efisien, tambahan biaya komputasi
tetap masuk kategori polinomial.

Sebagai contoh sederhana, misalkan masalah A adalah
memeriksa apakah sebuah bilangan genap, dan masalah B adalah
memeriksa apakah bilangan habis dibagi 4 atau genap. Kita dapat
memetakan input A ke bentuk yang sesuai pada B. Dalam teori
kompleksitas nyata, reduksi digunakan pada masalah yang jauh lebih
rumit seperti satisfiability, clique, traveling salesman, dan subset sum.
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Reduksi polinomial menjadi fondasi konsep NP-Complete.
Sebuah masalah disebut NP-Complete jika memenuhi dua syarat.
Pertama, masalah tersebut berada dalam kelas NP, artinya solusi dapat
diverifikasi dalam waktu polinomial. Kedua, setiap masalah dalam NP
dapat direduksi secara polinomial ke masalah tersebut. Ini berarti
masalah itu termasuk yang paling sulit di dalam NP. Jika satu masalah
NP-Complete ditemukan memiliki algoritma waktu polinomial, maka
seluruh masalah di NP juga akan memiliki algoritma waktu polinomial,
sehingga: P = NP. Sebaliknya, jika terbukti tidak ada algoritma
polinomial untuk satu masalah NP-Complete, maka seluruh masalah NP-
Complete juga tidak memiliki algoritma polinomial.

Teorema paling penting dalam sejarah NP-Completeness adalah
Teorema Cook-Levin (1971) yang menyatakan bahwa masalah SAT
(Boolean Satisfiability Problem) adalah NP-Complete. Artinya:

1. SAT eNP
2. Setiap masalah dalam NP dapat direduksi secara polinomial ke

SAT
Masalah SAT menanyakan apakah suatu formula logika Boolean
memiliki penugasan nilai benar/salah pada variabel-variabelnya
sehingga formula bernilai benar. Sebagai contoh, formula:

(xVyY)A(xVz)
bersifat satisfiable karena kita dapat memilih nilai variabel tertentu agar
seluruh formula bernilai benar.

Untuk menunjukkan SAT berada di NP, cukup diperhatikan
bahwa jika seseorang memberikan penugasan nilai variabel, kita dapat
memeriksa dalam waktu polinomial apakah formula bernilai benar.
Pemeriksaan dilakukan dengan mengevaluasi setiap klausa secara
langsung. Bagian revolusioner dari Teorema Cook-Levin adalah bahwa
setiap masalah di NP dapat diterjemahkan menjadi SAT. Artinya, semua
persoalan yang solusinya dapat diverifikasi cepat dapat
direpresentasikan sebagai pertanyaan apakah ada assignment Boolean
yang memenuhi formula tertentu. Secara intuitif, formula Boolean
tersebut mensimulasikan jalannya mesin nondeterministik dalam waktu
polinomial. Teorema ini sangat penting karena SAT menjadi masalah
NP-Complete pertama yang dibuktikan. Setelah SAT diketahui NP-
Complete, ratusan masalah lain dibuktikan NP-Complete melalui rantai
reduksi dari SAT atau masalah NP-Complete lain.
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Dalam praktik, jika suatu masalah terbukti NP-Complete,
biasanya peneliti tidak lagi berharap menemukan algoritma eksak waktu
polinomial (kecuali jika P = NP). Sebagai gantinya, pendekatan yang
digunakan adalah:

e algoritma aproksimasi

o heuristik

e local search

e randomized algorithms

e dynamic programming untuk ukuran kecil
e parameterized algorithms

e SAT solver modern

Menariknya, walaupun SAT adalah masalah NP-Complete,
pemecah SAT modern mampu menyelesaikan banyak instance industri
berukuran besar secara sangat efektif. Reduksi polinomial juga memiliki
nilai filosofis penting. Konsep ini menunjukkan bahwa banyak masalah
dari bidang berbeda ternyata memiliki inti kesulitan yang sama. Masalah
logika, graf, jadwal, dan optimisasi dapat saling diterjemahkan satu sama
lain melalui transformasi efisien.

D. Masalah NP-Complete Klasik

Tabel 11.1 Masalah-masalah NP-Complete Penting

Masalah Deskripsi ‘ Aplikasi
Apakah formula KNF 3-klausa Verifikasi
3-SAT .
dapat dipuaskan? formal
Vertex Cover Apakah ada vertex cover ‘D(?sain
berukuran < k? jaringan
Clique Apakah ada k-clique dalam graf? = Jaringan sosial
Hamiltonian ~ Apakah ada jalur Hamilton dalam Routing,
Path graf? logistik
Apakah t Kriptografi
Subset Sum pa ?1 ada subset dengan 1P ografi,
jumlah target t? penjadwalan
I
TSP Apakah ada tur dengan total Logistik,
(keputusan) bobot < k? VLSI
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Sumber: Garey, M.R. & Johnson, D.S. (1979)

Tabel pada bagian Masalah NP-Complete Klasik menjelaskan

berbagai permasalahan komputasi yang memiliki karakteristik tingkat
kesulitan tinggi, di mana solusi dapat diverifikasi dengan cepat, tetapi
pencarian solusinya membutuhkan waktu komputasi yang sangat besar
pada kasus umum. Setiap baris dalam tabel menunjukkan nama masalah,
deskripsi formal, serta bidang penerapan yang relevan dalam dunia
informatika.

a.

Masalah 3-SAT menanyakan apakah suatu formula dalam bentuk
konjungsi normal (KNF) dengan tiga literal per klausa dapat
dipenuhi oleh suatu penugasan nilai kebenaran. Masalah ini menjadi
dasar dalam teori verifikasi formal karena banyak sistem logika
dapat direduksi menjadi bentuk ini untuk diuji konsistensinya.
Masalah Vertex Cover berfokus pada pencarian himpunan simpul
dalam graf yang dapat menutupi semua sisi dengan ukuran tidak
lebih dari nilai k tertentu. Setiap sisi dalam graf harus memiliki
minimal satu ujung yang termasuk dalam himpunan tersebut.
Masalah ini banyak digunakan dalam desain jaringan untuk
menentukan titik kontrol minimal yang mencakup seluruh koneksi.
Masalah Clique menanyakan apakah terdapat subgraf lengkap
dengan ukuran k dalam suatu graf. Subgraf lengkap ini berarti setiap
simpul saling terhubung satu sama lain. Penerapannya banyak
ditemukan dalam analisis jaringan sosial untuk mengidentifikasi
kelompok yang sangat terhubung.

Masalah Hamiltonian Path berkaitan dengan pencarian lintasan
yang mengunjungi setiap simpul tepat satu kali tanpa pengulangan.
Masalah ini digunakan dalam bidang routing dan logistik karena
berhubungan dengan pencarian jalur optimal yang mengunjungi
semua titik tujuan.

Masalah Subset Sum menanyakan apakah terdapat subset dari
sekumpulan bilangan yang jumlahnya tepat sama dengan nilai target
t. Masalah ini sering muncul dalam kriptografi dan penjadwalan
karena berkaitan dengan pembagian sumber daya dan kombinasi
nilai tertentu.

Masalah TSP (decision version) atau Traveling Salesman Problem
versi keputusan menanyakan apakah terdapat rute yang
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mengunjungi semua kota dengan total bobot tidak melebihi batas k.
Masalah ini sangat penting dalam optimasi logistik dan desain
rangkaian elektronik (VLSI), karena berkaitan dengan pencarian
jalur paling efisien.

Tabel ini menunjukkan bahwa berbagai masalah NP-Complete
memiliki struktur yang berbeda tetapi memiliki kesamaan dalam tingkat
kompleksitasnya yang tinggi, serta memiliki aplikasi luas dalam
berbagai bidang komputasi dan optimasi dunia nyata.
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BAB XII
MATEMATIKA UNTUK MACHINE
LEARNING

Machine learning adalah perpaduan yang kaya antara statistika,
optimasi, aljabar linear, dan kalkulus. Untuk memahami mengapa model
deep learning bekerja, bagaimana mengoptimalkan parameternya, dan
bagaimana menafsirkan hasilnya, kita memerlukan fondasi matematis
yang kuat. Bab ini menyajikan matematika esensial yang mendasari
teknik-teknik machine learning modern. Machine learning dibangun
dari berbagai cabang matematika yang saling mendukung, seperti
statistika untuk memahami data, optimasi untuk mencari nilai terbaik,
aljabar linear untuk merepresentasikan data dalam bentuk vektor dan
matriks, serta kalkulus untuk menganalisis perubahan. Pemahaman
terhadap dasar-dasar ini diperlukan untuk mengetahui alasan model deep
learning dapat bekerja dengan baik. Proses pelatihan model bergantung
pada penyesuaian parameter yang dilakukan secara matematis agar hasil
yang diperoleh semakin akurat. Kajian ini menunjukkan bahwa teknik
machine learning modern tidak berdiri sendiri, melainkan didukung oleh
fondasi matematika yang kuat yang memungkinkan analisis,
pengembangan, dan interpretasi model secara lebih mendalam dan
terstruktur.

A. Kalkulus Multivariabel dan Gradien

Kalkulus multivariabel adalah cabang matematika yang
mempelajari fungsi dengan lebih dari satu variabel bebas. Jika kalkulus
satu variabel membahas fungsi seperti f(x), maka kalkulus multivariabel
membahas fungsi seperti f(x)y), f(x,y,z), atau secara umum
f(x1,X2,...,Xn). Bidang ini sangat penting dalam sains, teknik, ekonomi,
dan informatika karena banyak fenomena nyata bergantung pada banyak
variabel sekaligus. Dalam machine learning, misalnya, fungsi loss sering
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bergantung pada ratusan bahkan jutaan parameter, sehingga analisis
multivariabel menjadi dasar utama proses optimisasi model.

Salah satu konsep dasar dalam kalkulus multivariabel adalah
turunan parsial. Turunan parsial mengukur laju perubahan fungsi
terhadap satu variabel tertentu, dengan asumsi variabel lain dianggap
konstan. Dengan kata lain, jika suatu fungsi bergantung pada banyak
variabel, kita dapat mempelajari pengaruh masing-masing variabel
secara terpisah. Untuk fungsi: f(x1,X2,...,Xa) turunan parsial terhadap
variabel x; didefinisikan sebagai:

of o feg, e xRy xn) = O, e, Xy e, X)
— = lim
aXi h-0 h
Definisi ini mirip dengan turunan biasa, tetapi hanya satu variabel yang
diubah sementara variabel lain tetap. Turunan parsial memberi informasi
tentang seberapa sensitif fungsi terhadap perubahan tiap variabel. Jika
nilainya besar, perubahan kecil pada variabel tersebut menghasilkan
perubahan besar pada fungsi.

Konsep berikutnya yang sangat penting adalah gradien. Untuk

fungsi: f:R™ - R gradien didefinisikan sebagai vektor yang berisi
seluruh turunan parsial. Gradien menggabungkan seluruh informasi
perubahan fungsi ke dalam satu vektor. Secara geometris, gradien
memiliki makna sangat penting. Gradien selalu menunjuk ke arah
kenaikan tercepat suatu fungsi. Besarnya gradien menunjukkan seberapa
curam kenaikan tersebut. Jika gradien bernilai nol: V f(x) = 0 maka titik
tersebut disebut titik kritis, yang bisa berupa minimum lokal, maksimum
lokal, atau titik pelana. Dalam dua dimensi, gradien tegak lurus terhadap
garis kontur (level curve), yaitu kurva dengan nilai fungsi konstan.
Dalam tiga dimensi, gradien tegak lurus terhadap permukaan level.

Konsep gradien sangat penting dalam machine learning. Saat
melatih model, kita biasanya ingin meminimalkan fungsi kerugian (/oss
function) yang mengukur seberapa buruk prediksi model. Dalam
machine learning modern, gradien digunakan pada hampir semua model
seperti Linear Regression, Logistic Regression, Neural Networks, Deep
Learning, Support Vector Machines dan Matrix Factorization. Proses
backpropagation pada neural network pada dasarnya adalah metode
menghitung gradien secara efisien untuk semua parameter jaringan.
Selain machine learning, gradien juga penting dalam banyak bidang lain:
o Fisika: arah perubahan potensial
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Ekonomi: optimisasi keuntungan dan biaya
Teknik: desain sistem optimal

Grafika komputer: pencahayaan dan permukaan
Robotika: perencanaan gerak

B. Optimasi: Gradient Descent

Gradient Descent adalah algoritma optimasi iteratif dasar dalam
machine learning, pertama kali dideskripsikan oleh Cauchy (1847).
Algoritma ini bergerak iteratif ke arah gradien negatif untuk menemukan
minimum fungsi.

Tabel 12.1 Varian-varian Gradient Descent

Varian ‘ Update Rule Kelebihan/Kekurangan

0 < 0 - aVL(seluruh = Stabil, lambat untuk data

EEOIGID data) besar

0 < 0 - aVL(satu Cepat, noisy, bisa escape

Stochastic GD sampel) saddle

Mini-batch GD 6 « 0 - aVL(batch B) Trade-off, umum

digunakan
Adam Adaptlye moment Adaptif Ir, konvergen
estimation cepat

Sumber: Goodfellow, 1., Bengio, Y., & Courville, A. (2016)

Tabel pada bagian Varian Gradient Descent menjelaskan
beberapa bentuk pengembangan dari algoritma optimasi dasar Gradient
Descent yang digunakan untuk memperbarui parameter model dalam
machine learning. Setiap varian memiliki aturan pembaruan (update
rule) yang berbeda serta karakteristik kinerja yang memengaruhi
kecepatan dan kestabilan proses konvergensi.

a. Varian Batch Gradient Descent (Batch GD) menggunakan seluruh
data pelatihan untuk menghitung gradien pada setiap langkah
pembaruan parameter. Aturan update 6 < 0 - aVL (seluruh data)
menunjukkan bahwa perubahan parameter dilakukan berdasarkan
informasi lengkap dari dataset. Metode ini menghasilkan pembaruan
yang stabil karena gradien dihitung secara akurat, tetapi prosesnya
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menjadi lambat ketika jumlah data sangat besar karena setiap iterasi
membutuhkan seluruh dataset.

b. Varian Stochastic Gradient Descent (SGD) memperbarui parameter
menggunakan satu sampel data pada setiap iterasi. Aturan 6 «— 0 -
aVL (satu sampel) menyebabkan proses pembelajaran menjadi jauh
lebih cepat karena tidak perlu menunggu seluruh data. Namun,
karena hanya bergantung pada satu data, arah pembaruan menjadi
lebih tidak stabil (noisy), meskipun kondisi ini dapat membantu
keluar dari titik minimum lokal atau saddle point.

c. Varian Mini-batch Gradient Descent merupakan kompromi antara
Batch GD dan SGD. Pembaruan dilakukan berdasarkan sekumpulan
kecil data (batch B), sehingga aturan 6 «— 0 - oVL (batch B)
menghasilkan keseimbangan antara kecepatan dan kestabilan.
Metode ini menjadi pilihan paling umum dalam praktik machine
learning karena lebih efisien dalam komputasi sekaligus tetap cukup
stabil dalam konvergensi.

d. Varian Adam (Adaptive Moment Estimation) menggunakan
pendekatan adaptif dengan mempertimbangkan rata-rata bergerak
dari gradien dan kuadrat gradien. Metode ini memungkinkan setiap
parameter memiliki learning rate yang disesuaikan secara otomatis.
Keunggulannya adalah proses konvergensi yang lebih cepat dan
stabil dibandingkan metode dasar, terutama pada masalah optimasi
yang kompleks dan berdimensi tinggi.

Tabel ini menunjukkan bahwa setiap varian Gradient Descent
dirancang untuk mengatasi keterbatasan metode dasar, terutama dalam
hal efisiensi komputasi, stabilitas pembaruan, dan kecepatan
konvergensi dalam pelatihan model machine learning modern.

C. Dekomposisi Matriks untuk Data

Dekomposisi matriks adalah teknik memfaktorkan matriks
menjadi produk matriks-matriks yang lebih sederhana. Teknik ini
fundamental dalam kompresi data, reduksi dimensi, dan sistem
rekomendasi. Dekomposisi matriks merupakan metode untuk
menguraikan sebuah matriks menjadi beberapa matriks yang lebih
sederhana. Proses ini bertujuan untuk menyajikan struktur data dalam
bentuk yang lebih mudah dianalisis dan dihitung. Teknik ini memiliki
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peran penting dalam berbagai aplikasi komputasi. Dalam kompresi data,
dekomposisi membantu mengurangi ukuran informasi tanpa
menghilangkan esensi utamanya. Pada reduksi dimensi, metode ini
menyederhanakan data yang kompleks menjadi bentuk yang lebih
ringkas. Sistem rekomendasi juga memanfaatkannya untuk menemukan
pola hubungan antara pengguna dan item secara lebih efisien. Hal ini
menunjukkan bahwa dekomposisi matriks menjadi alat penting dalam
pengolahan data modern karena mampu menyederhanakan perhitungan
sekaligus mempertahankan informasi utama.

Tabel 12.2 Dekomposisi Matriks Penting dalam Machine learning

Dekomposisi Formula \ Aplikasi
LU A=LU Solusi sistem persamaan
linear
QR A=QR Regresi linear, eigenvalue
algorithm
SVD A =USVT PCA, LSA, rekomendam,
kompresi

Eigendecomposition A=QAQ! PCA, analisis Markov chain

Simulasi Gaussian, Kalman
filter

SVD = Singular Value Decomposition. PCA = Principal Component

Cholesky A=LLT

Analysis.
Sumber: Trefethen, L.N. & Bau, D. (1997)

Tabel 12.2 menjelaskan berbagai metode faktorisasi matriks
yang digunakan untuk menyederhanakan struktur data dalam aljabar
linear. Setiap metode memecah matriks utama menjadi beberapa matriks
yang lebih sederhana sehingga operasi komputasi menjadi lebih efisien
dan mudah dianalisis, terutama dalam aplikasi data skala besar.

a. Dekomposisi LU (Lower-Upper decomposition) menyatakan
bahwa matriks A dapat difaktorkan menjadi hasil perkalian matriks
segitiga bawah (L) dan matriks segitiga atas (U), yaitu A = LU.
Metode ini banyak digunakan untuk menyelesaikan sistem
persamaan linear karena setelah dekomposisi dilakukan, proses
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perhitungan solusi menjadi lebih sederhana melalui substitusi maju
dan mundur.

b. Dekomposisi QR menyatakan bahwa matriks A dapat dituliskan
sebagai A = QR, di mana Q adalah matriks ortogonal dan R adalah
matriks segitiga atas. Struktur ini sangat berguna dalam metode
regresi linear dan algoritma eigenvalue karena menjaga stabilitas
numerik saat melakukan perhitungan pada data yang besar atau tidak
stabil secara numerik.

c. Dekomposisi SVD (Singular Value Decomposition) menyatakan
bahwa matriks A dapat diuraikan menjadi A = UZVT, di mana U dan
V adalah matriks ortogonal, sedangkan X adalah matriks diagonal
yang berisi nilai singular. Metode ini memiliki peran penting dalam
Principal Component Analysis (PCA), Latent Semantic Analysis
(LSA), sistem rekomendasi, dan kompresi data karena mampu
mengekstraksi informasi paling signifikan dari data berdimensi
tinggi.

d. Dekomposisi Eigendecomposition menyatakan bahwa matriks A
dapat ditulis sebagai A = QAQ™!, di mana Q berisi vektor eigen dan
A berisi nilai eigen. Metode ini digunakan dalam PCA dan analisis
rantai Markov karena mampu menggambarkan perilaku
transformasi linear melalui arah dan skala tertentu yang tidak
berubah.

e. Dekomposisi Cholesky menyatakan bahwa matriks simetris
positif-definit dapat difaktorkan menjadi A = LLT, di mana L adalah
matriks segitiga bawah. Metode ini sangat efisien untuk komputasi
numerik, terutama dalam simulasi Gaussian dan Kalman filter,
karena mengurangi beban komputasi dibandingkan metode
dekomposisi umum.

Tabel ini menunjukkan bahwa setiap metode dekomposisi
matriks memiliki struktur matematis yang berbeda, tetapi memiliki
tujuan yang sama yaitu menyederhanakan operasi matriks kompleks
menjadi bentuk yang lebih mudah dihitung dan lebih stabil secara
numerik dalam berbagai aplikasi machine learning dan komputasi
ilmiah.
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D. Teori Informasi dan Entropi

Teori informasi adalah cabang matematika yang mempelajari
bagaimana informasi diukur, disimpan, dikirim, dan diproses. Bidang ini
diperkenalkan secara formal oleh Claude Shannon pada tahun 1948 dan
menjadi dasar komunikasi digital, kompresi data, kriptografi, machine
learning, serta kecerdasan buatan modern. Salah satu konsep terpenting
dalam teori informasi adalah entropi, yaitu ukuran ketidakpastian suatu
sumber data atau variabel acak. Secara intuitif, semakin sulit menebak
hasil suatu kejadian, semakin besar informasi yang diperoleh ketika hasil
itu diketahui. Sebaliknya, jika hasil hampir pasti terjadi, maka informasi
baru yang diperoleh sangat kecil. Misalnya, jika kita tahu matahari akan
terbit besok, informasi itu hampir tidak mengejutkan. Namun jika hasil
undian diumumkan, informasi tersebut jauh lebih bernilai karena
sebelumnya tidak pasti. Entropi memformalkan gagasan ini dalam
bentuk matematis.

Untuk variabel acak diskret X dengan distribusi probabilitas P,
entropi didefinisikan sebagai:

H(X) = —z P(x)log, P(x)

dengan penjumlahan dilakukan atas semua nilai x yang mungkin. Satuan
entropi adalah bit, karena logaritma basis 2 digunakan. Rumus ini
mengukur rata-rata jumlah informasi atau ketidakpastian dari variabel
acak tersebut. Jika suatu kejadian memiliki peluang kecil, maka ketika
kejadian itu terjadi informasi yang diperoleh lebih besar. Sebaliknya,
kejadian yang sangat mungkin memberikan informasi kecil. Untuk
variabel dengan n hasil yang seragam, entropi maksimum adalah:
H(X) =log,n

Konsep ini sangat penting dalam kompresi data. Jika data memiliki
entropi rendah, maka data dapat dikompresi lebih efisien karena pola
lebih mudah diprediksi. Sebaliknya, data acak dengan entropi tinggi sulit
dikompresi.

Dalam machine learning, konsep entropi digunakan untuk
mengukur kualitas model prediksi. Salah satu bentuk terpenting adalah
Cross-Entropy, yaitu:

H(p,9) == ) p()logq(x)
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di mana:
e p(x) adalah distribusi sebenarnya (target)
e q(x) adalah distribusi prediksi model

Cross-Entropy mengukur seberapa baik model memprediksi
distribusi target. Jika probabilitas yang diberikan model tinggi pada
jawaban benar, maka nilai loss kecil. Jika model salah dan memberi
probabilitas rendah pada jawaban benar, maka loss besar. Karena sifat
ini, Cross-Entropy menjadi fungsi loss standar pada tugas klasifikasi
seperti:
o klasifikasi gambar
e spam detection
e sentiment analysis
e speech recognition
e language modeling
o prediksi kelas pada neural network

Dalam decision tree, entropi digunakan untuk memilih atribut
terbaik melalui information gain. Fitur yang paling menurunkan entropi
dipilih sebagai pemisah node. Ini membantu membangun pohon
keputusan yang efisien. Dalam komunikasi digital, entropi menentukan
batas minimum rata-rata bit yang dibutuhkan untuk mengodekan pesan
tanpa kehilangan informasi. Ini menjadi dasar algoritma kompresi seperti
Huffman coding dan arithmetic coding. Dalam kriptografi, sumber
bilangan acak yang baik membutuhkan entropi tinggi. Dalam NLP,
entropi digunakan untuk mengukur ketidakpastian prediksi kata
berikutnya. Dalam computer vision, cross-entropy digunakan hampir di
semua sistem klasifikasi citra modern.

E. Dasar Matematis Neural Network

Neural network atau jaringan saraf tiruan adalah model
matematis yang dirancang untuk mempelajari hubungan kompleks
antara input dan output dari data. Model ini terinspirasi secara longgar
dari cara kerja neuron biologis, tetapi dalam praktiknya neural network
adalah sistem persamaan matematika yang terdiri dari operasi linear dan
non-linear yang disusun berlapis-lapis. Karena kemampuannya
mempelajari pola rumit, neural network menjadi fondasi utama dalam
deep learning, computer vision, natural language processing, speech
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recognition, dan banyak aplikasi kecerdasan buatan modern. Secara
umum, neural network berusaha mencari suatu fungsi: f:R"™ - R™
yang memetakan data masukan ke keluaran. Misalnya:
e gambar — label objek
e teks — sentimen positif/negatif
o suara — transkripsi kata
o data historis — prediksi nilai masa depan
Tujuan pelatihan jaringan adalah menemukan parameter terbaik
sehingga fungsi tersebut menghasilkan prediksi akurat.

Berbeda dengan model linear sederhana, neural network tidak
dibangun sebagai satu fungsi tunggal, tetapi sebagai komposisi banyak
fungsi. Jika jaringan memiliki L lapisan, maka secara matematis:

f=feficaeofi

Artinya, output dari lapisan pertama menjadi input lapisan kedua, output
lapisan kedua menjadi input lapisan ketiga, dan seterusnya hingga
lapisan terakhir menghasilkan prediksi. Setiap lapisan biasanya memiliki
bentuk:
fe(x) = o(Wex + by)

dengan:

e x = vektor input ke lapisan tersebut

e W, =matriks bobot (weights)

e b = vektor bias

e o = fungsi aktivasi non-linear
Bagian: W,x + b, disebut transformasi affine, yaitu kombinasi linear
ditambah translasi. Ini memungkinkan jaringan mengubah representasi
data melalui operasi matriks. Jika hanya transformasi linear yang
digunakan berulang kali tanpa aktivasi non-linear, seluruh jaringan tetap
ekuivalen dengan satu transformasi linear besar. Karena itu diperlukan
fungsi aktivasi agar model mampu mempelajari pola kompleks.
Beberapa fungsi aktivasi umum adalah:
Sigmoid

1
o(2) = 1+e?

Menghasilkan nilai antara 0 dan 1, sering dipakai pada probabilitas biner.

Tanh 0(z) = tanh (2)
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Menghasilkan nilai antara -1 dan 1.

ReLU 0(z) = max (0, 2)
Sangat populer karena sederhana dan efektif dalam deep learning.

Softmax

zj
hX ij e?i
Digunakan pada klasifikasi multi-kelas untuk menghasilkan distribusi
probabilitas. Sebagai contoh sederhana, jaringan satu hidden layer dapat
ditulis:

softmax(z;) =

h=0c (Wix +b)
y=Wzh+ by

Di sini:
e x adalah input
e h adalah representasi tersembunyi (hidden representation)
o ¥ adalah output prediksi
Lapisan tersembunyi memungkinkan jaringan membangun fitur internal
yang berguna secara otomatis. Misalnya dalam pengenalan gambar,
lapisan awal mungkin mendeteksi garis, tepi dan sudut. Lapisan
menengah mungkin mengenali bentuk mata, roda dan tekstur. Lapisan
akhir dapat mengenali objek lengkap seperti wajah, mobil, atau hewan.
Ini menunjukkan bahwa jaringan berlapis membangun representasi
hierarkis.

Salah satu alasan neural network sangat kuat adalah Universal
Approximation Theorem. Secara sederhana, teorema ini menyatakan
bahwa jaringan saraf dengan satu hidden layer dan cukup banyak neuron
dapat mendekati hampir semua fungsi kontinu pada domain terbatas,
dengan ketelitian yang diinginkan. Ini menunjukkan kemampuan
representasi neural network sangat besar. Namun dalam praktik, jaringan
yang lebih dalam (deep network) sering lebih efisien daripada jaringan
dangkal sangat lebar. Kedalaman memungkinkan penggunaan kembali
fitur dan representasi bertingkat.

Tantangan dalam neural network meliputi:
e overfitting

e vanishing/exploding gradient

e kebutuhan data besar
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o biaya komputasi tinggi

o interpretabilitas model

Karena itu digunakan teknik seperti regularization, dropout, batch
normalization, dan early stopping. Neural network adalah fungsi
matematis berlapis yang mempelajari pemetaan kompleks dari input ke
output. Setiap lapisan melakukan transformasi affine melalui matriks
bobot dan bias, lalu diteruskan ke fungsi aktivasi non-linear. Susunan
bertingkat ini memungkinkan jaringan membangun representasi data
dari sederhana hingga abstrak. Dengan optimisasi berbasis gradien dan
backpropagation, neural network menjadi fondasi utama kecerdasan
buatan modern.
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Urutan langkah-langkah logis, terstruktur, dan
sistematis yang dirancang untuk menyelesaikan
suatu masalah atau mencapai tujuan tertentu secara
efisien.

Sistem aljabar logika yang hanya memiliki dua nilai
kebenaran, yaitu benar dan salah, yang banyak
digunakan dalam komputasi dan pemrograman.

Cabang matematika yang membahas objek-objek
yang terpisah dan tidak kontinu, seperti bilangan
bulat, graf, dan struktur kombinatorial.

Pemetaan matematis yang menghubungkan setiap
elemen dari suatu himpunan domain ke tepat satu
elemen pada himpunan kodomain berdasarkan
aturan tertentu.

Struktur matematika yang terdiri dari kumpulan
simpul dan sisi yang digunakan untuk
merepresentasikan hubungan atau koneksi antar
objek dalam berbagai bidang informatika.

Kumpulan objek atau elemen yang terdefinisi
dengan jelas dan memiliki karakteristik tertentu
sehingga dapat diperlakukan sebagai satu kesatuan
dalam analisis matematika.

Proses pengulangan serangkaian langkah atau
instruksi secara terus-menerus hingga suatu kondisi
tertentu terpenuhi dalam penyelesaian masalah.

Struktur yang terdiri dari kumpulan simpul yang
saling terhubung melalui sisi untuk
merepresentasikan  hubungan  dalam  sistem
komunikasi atau data.
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Pemilihan sejumlah elemen dari suatu himpunan
tanpa memperhatikan urutan, sehingga hanya
komposisi elemen yang menjadi fokus utama.

Cabang matematika yang mempelajari cara
menghitung, menyusun, dan mengatur objek dalam
berbagai kemungkinan konfigurasi yang terbatas
maupun tidak terbatas.

Ukuran yang digunakan untuk menentukan tingkat
efisiensi suatu algoritma berdasarkan penggunaan
waktu dan ruang memori terhadap ukuran input.

Ilmu dan teknik yang digunakan untuk
mengamankan  informasi  melalui  proses
penyandian agar hanya dapat diakses oleh pihak
yang berwenang.

Istilah yang merujuk pada hubungan matematis
yang dapat direpresentasikan sebagai garis lurus
atau persamaan dengan derajat satu.

Cabang matematika yang mempelajari prinsip-
prinsip penalaran yang benar dan sistematis untuk
menarik kesimpulan yang valid dari premis yang
diberikan dalam berbagai konteks.

Susunan bilangan atau elemen lain dalam bentuk
tabel persegi panjang yang terdiri dari baris dan
kolom, yang digunakan dalam berbagai operasi
matematika dan komputasi.

Representasi matematis atau abstraksi dari suatu
sistem nyata yang digunakan untuk mempermudah
pemahaman, analisis, dan prediksi.

Proses mencari solusi terbaik dari sekumpulan
kemungkinan dengan mempertimbangkan batasan
dan fungsi tujuan tertentu dalam suatu masalah.
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Penyusunan elemen-elemen dalam suatu himpunan
dengan memperhatikan urutan, sehingga susunan
yang berbeda dianggap sebagai hasil yang berbeda.

Konsep matematika yang digunakan untuk
mengukur tingkat kemungkinan terjadinya suatu
peristiwa berdasarkan ruang sampel yang tersedia.

Teknik pemecahan masalah di mana suatu fungsi
atau prosedur didefinisikan dalam bentuk
pemanggilan dirinya sendiri hingga mencapai
kondisi dasar.

Hubungan yang mengaitkan elemen-elemen dari
dua himpunan atau lebih yang biasanya dinyatakan
dalam bentuk pasangan terurut untuk menunjukkan
keterkaitan antar elemen.

Elemen dasar dalam graf yang berfungsi sebagai
titik representasi suatu objek, entitas, atau posisi
dalam suatu jaringan atau struktur hubungan.

Elemen dalam graf yang berupa garis atau
hubungan yang menghubungkan dua simpul untuk
menunjukkan adanya relasi di antara keduanya.

Ilmu yang berfokus pada pengumpulan,
pengolahan, analisis, interpretasi, dan penyajian
data untuk mendukung pengambilan keputusan.

Proses perubahan posisi, bentuk, atau ukuran suatu
objek dalam ruang matematika melalui operasi
tertentu seperti translasi, rotasi, atau skala.
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SINOPSIS

Buku “Matematika untuk Informatika: Konsep, Model dan Aplikasi
Komputasional” menyajikan pemahaman komprehensif mengenai peran
fundamental matematika dalam dunia informatika modern, dengan
menekankan keterkaitan antara konsep teoritis dan penerapannya dalam
pemodelan komputasi. Pembahasan dimulai dari dasar-dasar seperti
logika matematika, himpunan, relasi, dan fungsi, kemudian berkembang
ke topik yang lebih kompleks seperti aljabar linear, teori graf,
kombinatorika, serta analisis algoritma. Buku ini juga menyoroti
bagaimana model matematika digunakan untuk menyelesaikan berbagai
permasalahan komputasi, termasuk optimasi, struktur data, kecerdasan
buatan, dan jaringan komputer. Dengan pendekatan yang sistematis dan
dilengkapi contoh kasus nyata, pembaca diajak untuk memahami
bagaimana matematika tidak hanya menjadi alat bantu, tetapi juga
kerangka berpikir dalam merancang solusi informatika yang efisien dan
inovatif. Buku ini sangat relevan bagi mahasiswa dan praktisi yang ingin
memperkuat dasar analitis dalam pengembangan teknologi informasi.
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